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1 Anelli

1.1 Richiami di teoria degli anelli

Definizione. Un anello ¢ un insieme A munito di due operazioni binarie

+:AXxA— A, -1 Ax A — A tali che:
e (A,+) & un gruppo abeliano;
e - & associativo: Va,b,c € A (ab)c = a(bc);

e il prodotto distribuisce sulla somma: Va,b,c € A
a(b+c) =ab+ ac, (a+b)e=ac+ be.

Se - & commutativo, ovvero Va,b € A ab = ba, I'anello si dice commutativo;
se 41 € A tale che Va € Aa-1=1-a = a, l'anello & detto unitario, e 1 &
detto identita di A. Da adesso in poi tutti gli anelli che considereremo saranno
commutativi con identita, e saranno chiamati semplicemente ”anelli”.

Definizione. Siano A, B due anelli. Un omomorfismo di anelli & una
funzione f : A — B tale che:

e Va,be A f(a+0b) = fla) + f(b);
o Va,be A f(ab) = f(a)f(b);
o f(la) =1g;
dove 14, 1p sono rispettivamente I'identita di A e I'identita di B.

Esempio. id : A = A, i : Z <= Q, ¢, : Alz] = A, w.(p(x)) = pla), la
valutazione di un polinomio in un elemento fissato a € A.

N.B.: Se B # 0, cioe se B non & ’anello banale con 1=0, f : A — B, f(a) =0
NON ¢ un omomorfismo di anelli, poiché f(14) =0p # 1.

Sia A un anello. B C A & un sottoanello se ¢ un sottogruppo additivo di A,
& chiuso per prodotto e 1 € B. I C A ¢ un ideale se & un sottogruppo additivo
di A con la proprieta di assorbimento: Vi € I, a € A ai € I.

Se S C A, definiamo (S) come il pi1 piccolo ideale che contiene S, ed & l'insieme
di tutte le combinazioni lineari finite di elementi di S a coefficienti in A, ossia
elementi della forma > a;s; con a; € A,s; € S.

Se S = a, (S) = (a) si dice ideale principale; se S ¢ finito l'ideale (5) ¢
finitamente generato.

Se I & un ideale di A, & possibile dotare I'insieme quoziente A/I di una struttura
di anello: se m : A — A/I & la proiezione canonica al quoziente, e @ = 7(a)
denota la classe laterale di a in A/I, si definisce @+b = a + b, @-b = ab. Questa
definizione rende 7 un omomorfismo.

Sia f : A — B un omomorfismo di anelli. Il nucleo (o kernel) di f &
I'insieme ker(f) = {a € A | f(a) =0}, ed & un ideale di A. L’immagine di f ¢
I'insieme Im(f)={b € B | Ja € A t.c. f(a) =0b}.

Richiamiamo anche i teoremi di omomorfismo per anelli:




Teorema 1.1 (1° teorema di omomorfismo). Siano A, B due anelli,e f : A — B
un omomorfismo. Sia inoltre I C A un ideale con I C ker(fl, esiam: A— A/l
la proiezione al quoziente. Allora 3! f: A/I — B tale che form = f.

Da questo teorema si conclude che A/ ker(f) = Im(f).

Teorema 1.2 (2° teorema di omomorfismo). Sia A un anello, e siano I, J due
ideali di A con I C J. Allora J/I & un ideale di A/I e (A/I)/(J/I)= A/J.

La mappa 7 : A — A/J, inoltre, induce una corrispondenza 1-1 tra gli ideali
di A che contengono I e gli ideali di A/I, e tale corrispondenza preserva ideali
primi e massimali (”teorema di corrispondenza”).

Definizione. Sia A un anello. Lo spettro di A ¢ definito come
Spec(A) = {P C A | P ¢ un ideale primo di A}.
Si definisce inoltre Max(A) = {m C A | m & un ideale massimale di A}.

Ricordiamo che P ¢ un ideale primo di A se P C A e Va,b € A tali che
abe P,sihaae€ PVbe P; meéun ideale massimale di A se VI O m ideale,
sihal=mvVvI=A.

Inoltre P & primo se e solo se A/P ¢ un dominio d’integrita (1 # 0 e ab =
0 < a=0Vb=0); m ¢ massimale se e solo se A/m & un campo (ogni
elemento diverso da 0 ¢ invertibile), da cui si deduce che i massimali sono primi.

Sappiamo che ogni anello non banale ammette almeno un ideale massima-
le, e quindi almeno un ideale primo. Pil in generale, ogni ideale proprio (in
particolare, ogni elemento non invertibile) & contenuto in un ideale massimale.

Definizione (Dimensione di Krull). Sia A un anello. La dimensione di Krull
di A e I'estremo superiore della lunghezza di tutte le catene di ideali primi di A:

dim(A) =sup{k | Py C P1 € ... € Py, P; € Spec(A)}.

Esempio. 1. Se k & un campo, il suo unico ideale primo ¢ (0), ed é massi-
male, quindi dim(A) = 0.

2. Se A = Z (o un qualsiasi PID), i primi di A sono (0) e i massimali,
quindi la catena piu lunga ¢ (0) C m per qualche ideale massimale m di

A, e dim(A) =1.

1.2 Operazioni tra ideali

Di seguito elenchiamo le piti comuni operazioni tra ideali.

e Se {Ij}hen € una famiglia di ideali di un anello A (H & un insieme di
indici), intersezione [ Ij & un ideale di A.
heH

e La somma Y I ¢ l'ideale generato dall’unione degli I}, ovvero somme

heH
finite di elementi di |J I. In particolare, se I, J sono due ideali, I +J =
heH
{i+j|iel, je€ J}. In generale, 'unione |J I; non & un ideale, anzi,

heH
lo & se e solo se gli I;, sono annidati 'uno nell’altro.



k k
e Se H ¢ un insieme finito, il prodotto ¢ 'ideale [[ I, = ([] an | an € Ip) (&
h=1 h=1
necessario prendere I’ideale generato, altrimenti non ci sarebbe la chiusura

k
per somma). Per k € N poniamo I° = A, I' =1, I* = ] L.
h=1

e Il quoziente, o colon, & l'ideale I : J ={a € A|aJ CI},eal C1I
significa Vj € J aj € I. In particolare, se I = 0, definiamo 'annullatore
di J come

Am(J)=0:J={a€A|aj=0Vje J}

e Tl radicale di I ¢ VI ={a € A| 3k € N: a* € I}. Definiamo l'ideale dei
nilpotenti (o nilradicale) di A come

N(A) =+/(0)={ac A|IkeN:d" =0}

Esempio. Sia A = Z. Tutli i suoi ideali sono della forma (n) per qualche
n € N. Abbiamo (m) + (n) = (ged(m, n)), (m)N(n) = (lem(m,n)), (m)(n) =
(mn), (m): (n) = (gcd(%yn)). Mostriamo, per esempio, quest’ultima: sia d =
ged(m,n). Si ha Zran = a- "¢ = a-lem(m,n) € (m). Quindi (%) C (m) : (n).
Viceversa, sia a € (m) : (n), vogliamo mostrare che "|a. Siccome a € (m) : (n),
dbe€Z:an =bm = bd} = a= %%. Dungque basta mostrare che %|b.
Infatti, si ha 5la% = b, e poiché %, % sono coprimi, si deve avere %|b, come
voluto.

Esempio. Siano I,J, H ideali di A. Quali di queste proprietd valgono?
1. 1JCINnJ;
2. 1J=1INnJ;
3 (I+NHNINnJ)=1J;
4. IN(J+H)=INJ+INH.

La 1. é¢vera: sex =15, 1 €I, j€J, alloraij € I eij € J poiché ij é multiplo
sia di un elemento di I, sia di un elemento di J. Poiché gli x di questa forma
generano 1J, anche IJ CINJ.

La 2. ¢ falsa: sia A=7Z, I =J=(2). Allora IJ = (4), INJ = (2), che
sono diversi.

La 3. ¢ falsa in generale: sia A = klx,y], I = (x), J = (y). Abbiamo
I+J = (z,y), IJ =1INJ = (xy) (sono i multipli di x e diy, che sono irriducibili
diversi e quindi coprimi, dunque i multipli di zy). Quindi (I + J)(INJ) =
(2,9)(zy) = (2%y,2y?) # (vy) = IJ. In generale, vale il contenimento C: un
generatore del membro di sinistra é della forma (i+j)k, i €1, je€ J, keIndJ.
Si ottiene (i + j)k = ik + jk, e poiché k € INJ, entrambi gli addendi (e quindi
la loro somma) sono in I.J. L’uguaglianza vale se A = 7Z (o un PID): in tal
caso, se I = (m), J = (n), [(m) + ()][(m) N (n)] = (ged(m, n))(lem(m, n)) —



(ged(m, n)-lem(m,n)) = (mn) = (m)(n). Luguaglianza vale anche in anelli pit
generali, se I +J = A (in tal caso diciamo che I,J sono comassimali): infatti,
(I+J)(INJ) = INJ, dunque basta far vedere che INJ C IJ. Usando il fatto che
1eA Fiel, jeJ:i+j=1. Siax € InJ, allorax = z-1 = z(i+j) = xitzj,
e si conclude notando che entrambi gli addendi sono in IJ.

La 4. ¢ falsa in generale: sia A = k[z,y], I = (z+y), J = (z), H =
(y). J+ H=(z,y) = IN(J+H)=(z+vy), dato che I C JN H. Inoltre,
INJ=(z(x+y)), INH = (y(x +y)) (come prima, nelle intersezioni ci sono
tutti © multipli di due polinomi coprimi, quindi i multipli del prodotto). Infine,
se per assurdo x+y € (INJ)+(INH),Ja, B € klx,y] : ax(xz+y)+ LByl +y) =
r+y = ax+ By =1, assurdo poiché (z,y) C klx,y]. In generale vale il
contenimento 2, visto che INJ, INH C IN(J+H). C’¢ uguaglianza se I 2 J o
I D H: senza perdere in generalita supponiamo I 2 J. Sex € IN(J+H), 3j €
JheH:x=j4+h, maJCI = jel. Poichcx=j+hel, anchehel.
Dunque jeINJ(=J), he INH = z=j+he(INJ)+({INH).

Proposizione 1.3 (Proprieta del radicale). Sia A un anello, I, J, H ideali di
A.

—_

.SeICJ, VICHVI.

2. 1C VI, VVI=+T.

3. VIT=VINnJ =VInyJ.

VI=(1) < I=(1).

 VT+ 7T =VI+VJ, main generale vT+J # VI + VJ.
6. Yk e NVIF =/T.

7. VI+JH=\T+JnVT+H.

.~

ot

Osservazione. In generale I + JH C (I + J) N (I + H), ma 'uguaglianza puo
non valere.

Dimostrazione. Dimostriamo, per esempio, la 3. e la 7. dando per buono le
altre.



3. Mostriamo la seguente catena di inclusioni:
VIJCVINTCcVInVICcVIJ

La prima segue dalla 1. e dal fatto che IJ C I N J. Per la seconda, preso
reVINJ, IneN:z2"eInJ = =z e VINVJ. Per l'ultima, sia
zeVINVJ.3mneN:zmel, e J = 2"t el — z e VIJ.

7. L’inclusione C segue dall’osservazione e dalla 1. Per l'inclusione opposta,
siax € VI+JNyI+H. Allora 3mn € N: 2™ € I+ J, 2" € I + H.
Scriviamo =™ = i1 + j, " = ia + h, con i1,i0 € I, j € J, h € H. Si ha
™ = (i1 + §)(ia + h) = iyia +i1h +i2j + jh € I + JH poiché i primi tre
addendi sono in [ e l'ultimo in JH. Quindi x € /I + JH.

O

1.3 Alcuni ideali speciali

Vogliamo studiare alcuni tipi di ideali speciali, che sono generalizzazioni degli
ideali primi.
Definizione. Sia A un anello e I un ideale di A. Diciamo che I &:

e radicale se VI = I;

e irriducibile se non ¢ 'intersezione di due ideali che lo contengono stret-
tamente; scritto simbolicamente: VI;,Is D [ ideali di A, se 1 NIy = 1,
allora Iy =10 I, =1;

e primario se Vz,y € I taliche zy € I sithaz e IVy € VI.
Proposizione 1.4. Sia A un anello e I un suo ideale.

1. T & radicale se e solo se A/I & ridotto (un anello R si dice ridotto se
N(R) = (0), ovvero se il suo unico nilpotente ¢ 0;

2. I & primario se e solo se D(A/I) = N(A/I). Qui D(R) denota l'insieme
dei divisori di zero dell’anello R, quindi un ideale & primario se e solo se
tutti i divisori di zero del quoziente sono nilpotenti.

Dimostrazione. 1. I ¢radicale < Vre Ataleche IneN:z" el —
r€l < VrTeA/ltalecheIn e N: 7" =0 = 7=0 <

N(A/T) = (0).

2. (<= ) Siano a,b€ Aconabe I, a ¢ I. In A/I abbiamo 0 = ab = ab,
cona #0 = be DA/ = N(A/I) = b =0 per qualche
n = b"el = be+I = I primario.

( =) Poiché tutti i nilpotenti sono divisori di zero, ¢ sufficiente mostrare
I'inclusione opposta. Se @ € D(A/I), siab € A/I con b # 0, ab=10. In
A si ottiene ab € I, b ¢ I, quindi, essendo I primario, a™ € I per qualche
n = a"=0 = aeN(A/I).

O



Proposizione 1.5. Sia A un anello e P un suo ideale primo. Allora:
1. P é primario.
2. P e radicale.
3. P e irriducibile.

Dimostrazione. Dato che ogni dominio d’integrita ¢ ridotto, e vale D(A/P) =
N(A/P) = (0), tutti gli ideali primi sono primari e radicali. Vediamo il terzo
punto: siano I,J 2 P taliche P=1INJ,esianoi € I\ P, j € J\ P. Siccome
P ¢ primo, ij ¢ P, maij € IJ CINJ = P, assurdo.

O

Proposizione 1.6. Sia A un anello e I un suo ideale proprio.
1. Se I & primario, v/T & primo.
2. Se VT & massimale, I & primario.

Dimostrazione. 1. Siano a,b € A: ab € V1. Si ha a"b" € I per qualche n e,
essendo I primario, o a™ € I o b™ € I per qualche k, dunque a € VT o
b e VI, cioe VT & primo.

2. Siano a,b € A : ab € I, e supponiamo b ¢ /I. Si vuole mostrare che
a € I. Poiché /T ¢ massimale e b ¢ VI, (v/I,b) = (1), ovvero si pud
scrivere 1 = m +¢b, m € VI, ¢ € A. Sian € N tale che m" € I. Allora
1 = (m+ cb)™ = m™ + ba, per qualche « € A. Moltiplicando per a si
ottiene a = am™ 4 aba € I, poiché m™,ab € I.

O

Osservazione. Nel punto 2 I'ipotesi che v/T sia massimale & necessaria. Se suppo-
niamo solo che v/T sia primo, la tesi pud non valere. Infatti, sia A = klx,y], I =
(2%, xy). Abbiamo VI = /(z?) + (zy) = /(2?) + ()(y) = /(@) + () N

(22) + (y) (per la proposizione 1.1) = /(z)N+/(22,y) = (z)N(2,y) = (z). (z)
¢ primo, ma non massimale, in quanto A/(x) 2 k[y], che & un dominio ma non un
campo. I ha dunque radicale primo, ma non & primario: infatti, in A/(2?, y),y
¢ divisore di 0 in quanto T # 0 e Ty = 0, ma non nilpotente, poiché nessuna
potenza di y appartiene a I.

I prossimi risultati evidenziano il ruolo di primaria importanza degli ideali
primi.

Proposizione 1.7. Sia A un anello. Il nilradicale di A & uguale all’intersezione
di tutti gli ideali primi dell’anello, ossia

NA= () »

pESpec(A)



Dimostrazione. (C) Sia z € N(A), p € Spec(A). Poiché In € N: z" =0, e
0 € p, che & primo, = € p. Per arbitrarieta di p si ha il contenimento cercato.
(D) Mostriamo che, se z non ¢ nilpotente, ¢’¢ un ideale primo che non lo
contiene. Sia X = {I C A ideale | INS = 0}, dove S = {l,z,2?,..} ¢
I’insieme delle potenze di x. L’idea e di estrarre un elemento di ¥ massimale
per inclusione, e mostrare che tale elemento & un ideale primo. Per fare questo,
pero, bisogna verificare che ¥ rispetti le ipotesi del lemma di Zorn. Innanzitutto,
¥ & non vuoto poiché contiene Iideale (0): infatti, (0) & disgiunto da S perché
2 non ¢ nilpotente. Sia ora C' = {I,}, C X una catena (ovvero un sottoinsieme
totalmente ordinato), e mostriamo che ha un maggiorante. Prendiamo J =

J I. J & un ideale in quanto unione di ideali in catena, ed & effettivamente
IeC
in ¥ poiché, se un elemento di S fosse in J, sarebbe in uno degli ideali di C,

che contraddice la definizione di C'. Quindi le ipotesi di Zorn sono soddisfatte,
e C ammette un elemento massimale. Sia P un tale elemento massimale, e
mostriamo che e primo. Osserviamo che P & ovviamente proprio, poiché 1 € S.
Per assurdo, siano a,b ¢ P : ab € P. Allora gli ideali (P,a), (P,b) contengono
strettamente P, quindi per massimalita di P, non possono essere elementi della
catena C. Dunque esistono z™,z" € S : 2™ € (P,a), 2™ € (P,b). Questo
implica che 2™ € (P,a)(P,b) C P (usando che ab € P), ma ™" € S,
quindi P NS # (), assurdo visto che P € C.

O

Osservazione. La stessa dimostrazione funziona sostituendo ’insieme delle po-
tenze di  con un qualunque sottoinsieme moltiplicativo S di A, ovvero un
sottoinsieme che contiene 1 ed & chiuso per prodotto.
Osservazione. La tecnica utilizzata per costruire P nella dimostrazione prece-
dente & molto utile per costruire ideali primi con certe caratteristiche: in un
certo senso, elementi massimali di famiglie di ideali (propri) hanno una ”forte
tendenza” a essere ideali primi.

La proposizione precedente ha un immediato corollario:
Corollario. Se I & un ideale di A, allora

VI = N p
peSpec(A), p2I

Dimostrazione. Sfruttando la corrispondenza tra ideali primi di A/I e ideali
primi di A contenenti I, si ottiene: z € VI < 2" €] < T" =0 —
TeN(A/I) < Te€ PVP e Spec(A/I) <= z€pVp2DI, pe Spec(4).

O

Abbiamo appena visto che intersecare tutti i primi da l’ideale dei nilpotenti,
quindi ci possiamo chiedere cosa succede se si intersecano gli ideali massimali.

Definizione (Radicale di Jacobson). Il radicale di Jacobson di un anello A
e l'intersezione di tutti i suoi ideali massimali:

J(A) = ﬂ m.

meMax(A)



Si nota subito che, poiché tutti i massimali sono primi, N'(A) C J(A).
C’& un modo semplice per testare se un elemento di A appartiene a J(A),
che sfrutta il seguente risultato:

Proposizione 1.8 (Caratterizzazione del radicale di Jacobson). Sia A un anel-
lo. Allora a € J(A) <= Vbe€ A1 — ab ¢ invertibile.

Dimostrazione. (<= ) Sia a ¢ J(A), e sia m € Max(A) tale che a ¢ m. Allora
(m,a) = (1), quindi 1 = x + ab per qualche x em, be A — 1 —ab=z €m,
dunque b ¢ tale che 1 —ab ¢ A*.

(=) Siaa € J(A), e per assurdo sia b € A tale che 1 —ab non & invertibile.
Allora dm ideale massimale che contiene 1 — ab. Poiché a ¢ in tutti i massimali,
appartiene anche a m, quindi 1 = (1 — ab) + ab € m, assurdo.

O

Esempio. Se A =7/(n) (o qualsiasi anello finito), J(A) = N(A): infatti, in
un anello finito ogni ideale primo é massimale (I’anello quoziente é un dominio
finito, quindi un campo).

Esempio. Se A é un anello, allora J(Alx]) = N(Alz]). Il contenimento O é
banale, vediamo l’altro. Ci servono due lemmi preparatori.

Lemma 1.9. N(A[z]) = N(A)[z]. Ovvero un polinomio & nilpotente se e solo
se lo sono tutti i suoi coefficienti.

Dimostrazione. (2) Basta notare che, se a € N (4), (az™)™ = 0 per qualche n
e per ogni m. Poiché N (A[z]) & un ideale, tutte le somme di elementi di questo

tipo (polinomi a coefficienti nilpotenti) sono a loro volta nilpotenti.
n

(C) Sia f = 3 apz® € N(A[z]). Allora f* = 0 per qualche n € N. Il

termine noto di f™ ¢ af, che deve essere 0, quindi ag ¢ nilpotente, e deve esserlo

n
anche f —ag = Y apx®. (f —ao)™ = 0 per qualche m, e il suo termine di grado
k=1

minimo € ayx. Si deve avere a7'z™ = 0, quindi anche a; e nilpotente, e deve
esserlo anche f — ag — ayz. Iterando il procedimento si ha la tesi.
O

n
Lemma 1.10. f = Y apz® € A[z] ¢ invertibile se e solo se ag ¢ invertibile e
k=0

a; ¢ nilpotente Vi > 1.
n

Dimostrazione. ( <= ) Sia f = Y apz®, con ag € A* e a; € N(A) per ogni
k=0

n n
i > 1. Allora f = ag(1 +ag' Y apa®) = ag(1 —t). Qui t = —ag' Y. apa®
k=1 k=1
¢ nilpotente, in quanto ai,...,a, lo sono. Se h € N ¢ tale che t" = 0, allora
A=) (A +t+2 4 th )y =1—-th =1, eay (1 +t+---+t"1) & linverso
di f, ovvero f ¢ invertibile.

10



(=) Sia f = Y arz® € (A[z])*, con inverso g = Y b;x?. Innanzitutto il
k=0 =0
termine noto di fg € agby = 1, quindi ag € A*. Per mos‘grare che a; € nilpotente
per ogni i > 1, facciamo vedere che a; appartiene all’intersezione di tutti gli
ideali primi di A. Sia P € Spec A: allora A[x]/P[z] = (A/P)[z], e poiché fg=1
in (A/P)[z], f € ((A/P)[z])* = (A/P)* (questo perché (A/P)[x] & un dominio,
dunque 1 puo essere solo prodotto di costanti). Ma allora ay, ..., a, si riducono
a 0 modulo P, ovvero a; € P Vi > 1. Poiché P & un primo arbitrario di A, gli a;
sono in tutti i primi di A, e quindi nilpotenti.
O

n
Ora mostriamo che ogni elemento di J(A[z]) & nilpotente. Se f = Y apa®
k=0

n+1
& in J(A[z]), per la caratterizzazione (1.8) 1 +xf = 1+ i ap_12% € Alz]*,
k=1
quindi, per il lemma 1.10, tutti gli ax sono nilpotenti, e per il lemma 1.9 f e
nilpotente, come voluto.
Vediamo ora degli esempi di anelli in cui i nilpotenti e il Jacobson non
coincidono. Lo troveremo facilmente in una classe di anelli molto importante,
che sara studiata in modo approfondito nel resto del corso.

Definizione (Anello locale). (A, m) si dice anello locale se m & 'unico ideale
massimale di A. A/m & detto campo residuo.

Esempio. Se p é un numero primo e n € N, Z/(p™) é un anello locale: infatti,
se I é massimale in Z/(p™), deve corrispondere a un massimale di Z che contiene
(p™), quindi p € I, dato che I ¢é primo. Si conclude che I ¢é necessariamente
lideale massimale corrispondente a (p) C Z.

Anche gli anelli hanno una caratterizzazione abbastanza semplice:
Proposizione 1.11 (Caratterizzazione degli anelli locali). Sia A un anello.
1. Se m & un ideale proprio tale che A\ m = A* allora (A, m) ¢ locale.

2. Se m ¢ massimale e 1 + a € A* Va € A, allora (A, m) ¢ locale.

Dimostrazione. 1. Sia I un ideale proprio di A. I non ha elementi invertibili,
quindi & contenuto in m. Dunque m & I'unico ideale massimale di A.
2. Usiamo il punto 1. Sia b ¢ m. Allora (m,b) = (1) e si puo scrivere

l=a+bc, a €m, ce A. Dunque bc = 1 — a, che ¢ invertibile per ipotesi,
quindi anche b € invertibile e si conclude per il punto precedente.
O

Ovviamente, se (4, m) ¢ un anello locale, J(A) = m, quindi, se A ha altri
primi oltre a m, N'(A4) # J(A).
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Esempio. Sia K un campo, e consideriamo A = K|[z]], U'anello delle serie
di potenze formali nell’indeterminata x. Mostriamo che A é locale, con ideale
massimale (x). Innanzitutto, (z) é massimale, poiché K|[x]]/(x) = K. Per la
caratterizzazione degli anelli locali, ci basta mostrare che f =1+ xh € A* Vh,

dove h = " apz®. Questo equivale a mostrare che tutte le serie f = 3. apa®
k>0 k>0
con termine noto ag = 1 sono invertibili. Costruiamo induttivamente la serie

g= Y bpa® tale che fg = 1. Ovviamente by = 1 in quanto il termine noto di
k>0
fg € agby. Supponiamo di aver trovato i coefficienti by, by, ...,b,_1, e troviamo

n
by. Il coefficiente di ™ in fg & > arbp_k, che deve essere uguale a 0. Isolando
k=0

n

Vincognita by, e ricordando che ag = 1, si ottiene b, = — > agbp_. Dunque
k=1

questa scelta dei by, da Uinversa di f in A, e quindi (K[[z]], (z)) é locale.

In A= K][z]], J(A) = (z), N(A) = (0) (¢ un dominio).

Esempio. Sia p un numero primo, e sia A = Z) ={% € Q | b # 0 mod p}.
Per semplicita consideriamo solo frazioni ridotte ai minimi termini. E un sot-
toanello di Q, in quanto sommando e moltiplicando elementi di A il demomi-
natore del risultato ¢ il prodotto dei denominatori, e il prodotto di numeri non
multipli di p non é multiplo di p. Mostriamo che A é un anello locale con ideale
massimale I = {$ € A| a=0 mod p}.

Sia f : Zgy — Z/(p), f(%) = ab~! mod p. E un omomorfismo di anelli
surgettivo [Z/(p) > x = f(%)] con nucleo I (ab™* =0 modp <= a =0
mod p). Dunque Zy /1 = Z/(p), il campo con p elementi, che implica che I é
un ideale massimale. Per vedere che ¢ locale, basta notare che, se ¢ ¢ I, a %0
mod p e quindi 3 = (%) € Zy,y. Abbiamo che tutti gli elementi fuori da I
sono invertibili, cioé che A ¢ locale, con ideale massimale I e campo residuo
isomorfo a Z/(p). Anche qui J(A) # N(A): J(A) =1, N(A) = (0), essendo

A un dominio.

k=

Si pud generalizzare quest’ultimo esempio: siano {pi, ..., px} numeri primi,
esia A=Zgy,,  p) =1% €Q|b#0 mod p; Vi}. Procedendo in modo simile
a prima, si dimostra che ¢ un sottoanello di Q e che I; = {§ € A | p;| a} ¢ un
ideale massimale di A per ogni j. In realta questi sono i soli ideali massimali
di A, dunque A ha un numero finito di ideali massimali. (Un anello con questa
proprieta & detto semilocale). Per dimostrare questo fatto, prendiamo I massi-
male non contenuto in nessuno degli I;. Vorremmo trovare un elemento x di 1

k
che non appartiene a nessun I;, cio¢ un elemento di I'\ |J I;. Infatti un tale
=1
avrebbe numeratore non divisibile per nessuno dei p;, eJquindi il suo inverso in
Q sarebbe un elemento di A, ovvero x ¢ un’unita in A e I = A, assurdo. Ora, se
gli I; sono ideali generici, non necessariamente & possibile trovare = con la pro-
prieta cercata, ma si puo fare nel caso in cui gli I; sono primi, come nel nostro
caso. Questo fatto & noto come lemma di scansamento (o prime avoidance):
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Proposizione 1.12 (Lemma di scansamento). Sia A un anello, I un ideale di
E
Ae{P,..., P} ideali primi tali che I C |J P;. Allora 3iy tale che I C P, .
j=1
k
Dimostrazione. Mostriamo che se Vj I  P;, allora I € |J P;, procedendo per
j=1
induzione su n.

Passo base, k = 1: ovvio.

k
Passo induttivo, k —1 == k: per ipotesi induttiva, Vi 3a; € I\ |J P;.
=1, j#i
Ci sono due casi:

1. se a; ¢ P; per qualche i, abbiamo finito;

2. a; € P; Vi: consideriamo = = aji + agas...ar. Poiché a; € I Vi, x € I.
Se x € P; per qualche ¢ > 1, dato che anche asas...ax appartiene a P;,
in quanto multiplo di a;, si avrebbe a; € P;, contraddizione. Resta da
mostrare che x ¢ Pj: se cosi non fosse, essendo a; € P;, avremmo anche
asasz...ay, € Py, che ¢ assurdo poiché a; ¢ P, Vi > 1 e P; & primo.

O
Proposizione 1.13. Sia P un ideale primo e Iy, ..., [,, ideali di A. Allora:
e se PD ] I, allora P D I, per qualche k;
k=1
n
e se P D () I, allora P D Ij, per qualche k.
k=1
Dimostrazione. e Se per assurdo I, P per ogni k, sia ay € Ij, \ P per ogni

k. Allora ajag---a, € ][] Ir, ma non appartiene a P, in quanto nessun
k=1
ar € in P e P e primo, contraddicendo I'ipotesi.

n
e Basta osservare che P O [\ I 2
k=1

I, e applicare quanto appena
1

T’:]:

dimostrato.
O

1.4 Estensione e contrazione di ideali

Apriamo questa sezione con un esempio che motivera i prossimi risultati.

Sia A un anello e I un suo ideale. Consideriamo I[z] = {>" a;z" | a; € I}
I’insieme dei polinomi a coefficienti in I. Si verifica facilmente che ¢ un ideale di
Alz]. Consideriamo l'inclusione naturale ¢ : A < A[z] e la proiezione canonica
7 Alz] — Alz]/I[z]. Poiché ker(m o ) = I[z] N A = I, ¢’¢ un omomorfismo
iniettivo da A/T in A[x]/I[z]. Se I[z] & primo, A[z]/I[x] & un dominio, quindi
anche A/I & un dominio e I & primo. D’altro canto, ¢’¢ una mappa naturale
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f:Alz] = (A/D[x], fO axt) = @a?, che riduce tutti i coefficienti modulo
I. Tale mappa & chiaramente surgettiva e ha nucleo I[z] (si devono annullare
tutti i coefficienti dell’immagine, e questo accade solo se provengono da I).
Dunque Az]/I[z] = (A/I)[z]. Se I & primo, A/I ¢ un dominio, quindi (A/I)[x]
¢ un dominio, ed ¢ isomorfo a Alz]|/I[z], quindi I[z] & primo in Alz]. Abbiamo
dunque dimostrato che I & un primo di A se e solo se I[z] & un primo di A[z].

Vogliamo ora studiare come si trasportano le proprieta degli ideali tramite
omomorfismi.

Definizione (Estensione e contrazione). Siano A, B due anelli, esia ¢ : A — B
un omomorfismo. Se I ¢ un ideale di A, 'estensione di [ in B tramite ¢ &
I'ideale generato dallimmagine di I in B: I¢ = (¢(I)). Se J ¢ un ideale di B,
la contrazione di J in A tramite ¢ ¢ la controimmagine di J: J¢ = p~1(J) =
{a € A| p(a) € J}.

Osservazione. In generale () NON & un ideale! Basta pensare all’inclusione
di Z in Q: 'immagine di qualsiasi ideale non nullo non € un ideale in Q.

Le operazioni di estensione e contrazione godono delle seguenti proprieta:

1. Se I & un ideale di A, I° ¢ un ideale di B; se J & un ideale di B, J¢ & un
ideale di A;

2. Sel; C Iy, If C IS5 se Jy C Jo, JP C JS;
3. I CIec, JD Jjes,
4‘ I@CE — Ie, JCEC — JC.

Dimostrazione. Mostriamo la 3 e la 4.

3. Seiel, p(i) € I° e quindi i € I°°. J° & I'insieme degli elementi di A
che vanno a finire in J, quindi ¢(J¢) C J. Poiché J & un ideale, si ha anche
Jee = (p(J%)) C J.

4. In entrambi i casi un’inclusione segue dalla 2 e dalla 3. Rimane da
mostrare che 1¢¢¢ C [¢ Jc¢¢ D J¢: facciamolo per la prima. [1°¢ & l'insieme
degli elementi di A la cui immagine € in I¢, quindi ¢(1¢¢) C I¢, che ¢ un ideale,
quindi I¢°¢ = (p(1°¢)) C I°.

O

Diamo un controesempio all’'uguaglianza nel punto 3: prendiamo i : Z — Q
linclusione, I = (2). Allora I°¢ = Z, in quanto 'estensione di I contiene 2, che
¢ un’unita in Q. Consideriamo ora ¢ : Z < Z[z], e sia J = (z). Allora J° = (0),
visto che J¢ = (0) e, chiaramente, (0)¢ = (0). (Invece (0)¢ = ker(y)).

In generale la contrazione tende a comportarsi meglio dell’estensione: con-
sideriamo A % B 5 B /J. 1l nucleo della composizione ¢ J¢, quindi ¢’¢ un
omomorfismo iniettivo da A/J¢ in B/J. Questo implica che ogni proprieta di
un anello che ¢ ereditata dai suoi sottoanelli corrisponde a una proprieta ere-
ditata dalla contrazione di un ideale: per esempio, sottoanelli di domini sono
domini, quindi, se J & primo, J¢ & primo; sottoanelli di anelli ridotti sono ridotti,
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quindi contrazioni di ideali radicali sono ancora radicali; se in un anello tutti
i divisori di zero sono nilpotenti, lo stesso vale per qualunque suo sottoanello,
quindi contrazioni di ideali primari sono ancora primari. Invece, sottoanelli di
un campo non sono necessariamente campi, dunque, se J € massimale, J¢ puo
non essere massimale: per esempio, presa l'inclusione di Z in Q, (0) ¢ massimale
in Q, ma (0)° = (0) non & massimale in Z.

L’estensione non si comporta altrettanto bene: sia i : Z — Z[i], e sia I = (p),
dove p € un numero primo tale che p =1 mod 4. Da un risultato di teoria dei
numeri p ¢ somma di due quadrati, p = a? + b2, che negli interi di Gauss si
fattorizza come (a+14b)(a —ib). Quindi (p)¢ = (a+1ib)(a—ib), e si pud mostrare
(ad esempio con il teorema cinese del resto) che Z[i]/(p)¢ = Z/(p) x Z/(p), che
ha divisori di zero non nilpotenti. Dunque (p) C Z & massimale, ma (p)¢ C Z]i]
non & nemmeno primario. Se invece prendiamo J = (2), 2 = i(1 — )2, quindi
(2)¢ = (1 — )2, che non & un ideale radicale.

Le cose funzionano molto meglio se ¢ e surgettivo.

Teorema 1.14. Siano A, B due anelli, ¢ : A — B un omomorfismo di anelli
surgettivo. Allora:

1. Se I ¢ un ideale di A, I¢ = (1), cioe ¢(I) ¢ un ideale di B.
2. I*® =T+ ker(p), J =J.

3. C’¢ una corrispondenza biunivoca tra ideali di A che contengono ker(yp)
e ideali di B, e tale corrispondenza preserva gli ideali primi, massimali,
radicali e primari.

Dimostrazione. 1. Sappiamo gia che 'immagine di un ideale & un sottogrup-
po additivo di B, resta da dimostrare la proprieta di assorbimento. Sia
be B, j€ p(I). Poiché ¢ & surgettivo, Ja € A, i € I : p(a) = b, p(i) = j.
Dunque ¢(ai) = bj € ¢(I), in quanto ai € I.

2. Dalle proprieta di estensione e contrazione si ha ¢ D I, e la contrazione
di qualunque ideale di B contiene ker(y). Per Iinclusione opposta, sia
xzelI“ Allorap(z)el*=p(Il) = Fyel:px)=ply) = z—y¢c
ker(y). Quindi z = y+ (x —y) € I +ker(p). Per mostrare che J* = J,
osserviamo che J = p(J¢) = p(o~1(J)) = J per la surgettivita di .

3. La corrispondenza biunivoca viene dal punto 2: infatti, se I ¢ un ideale di
A che contiene ker(p), I¢¢ = I+ker(¢) = I, ese J & un ideale di B, J¢ D
ker(yp), e J® = J. Dunque estensione e contrazione sono una l'inversa
dell’altra, e inducono una corrispondenza biunivoca tra l’insieme degli
ideali di A contenenti ker(y¢) e I'insieme degli ideali di B. Consideriamo
le mappe 4 > B 5 B /J. mo @ & surgettiva in quanto composizione di
mappe surgettive, e il suo nucleo & J¢. Sideduce che A/J° = B/J. Se B/.J
¢ un dominio, o un campo, o ridotto, o ha divisori di zero nilpotenti, anche
A/J¢ ha la stessa proprieta, quindi, se J & primo, massimale, radicale o
primario, anche J¢ lo &. Viceversa, se I & un ideale di A contenente ker(y),
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consideriamo A 2 B Is B /I¢. Ragionando come sopra, e usando il fatto
che ker(m o @) = I¢¢ = I, si ottiene A/I = B/I¢, dunque se I & primo,
massimale, radicale o primario, anche I¢ lo eé.

O

Vediamo come estensione e contrazione si comportano rispetto a somma,
prodotto e intersezione:

—

(L + L) =T+ IS

2 11]2)6211615;

I ﬂfg)e - Ifﬂ[f;

-

4. (J1+ J2)¢ D Jf + Jg;
5. (J12)e 2 JPJ5;

6. (

JinNJy)¢=Jin Js.

Mostriamo la 1, e dei controesempi alle uguaglianze per 3, 4, 5.

1. (€) Un generatore del membro sinistro & della forma ¢(iy + i2), con
i1 € I, i3 € I5. Ma (p(’il + ig) = go(zj) + (p(ig) € Ile + IS.

O) L, L ChL+1, = I{,I$C(I1 + 1) = I¢t+ 15 C (If+ I)e.

3. Sia f : Z[z,y] = Z, f(z) =6, f(y) = 21, esteso a un omomorfismo, e
siano Iy = (z), I = (v). (1 N12)¢ = (zy)® = (f(zy)) = (126), ma If NI§ =
(f(@) N (f(y) = (6) N (21) = (42).

4. Sia i : Z — Z][i] inclusione ovvia, siano J; = (2+41), Jo = (2—1). Allora
Ji=J5=(05) = Ji+J5=(5),ma i+ Jo=(1),e (J+ J2)¢ = (1).

5. Sia i come nel controesempio a 4, e siano J; = Jo = (1 — ). Si ha
JE = J§ = (2) e quindi JEJS = (2)(2) = (4), (J1J2)° = ((1—)2)° = (2)° = (2).

Infine, si puo vedere come interagiscono estensione e contrazione con radicale
e radicale di Jacobson. Fissato f : A — B omomorfismo di anelli:

- FIN(A)) SN(B), f(VI) € \/f(I) (dunque (VI)* C VI°);
2. ViJe= (V)5

3. se f & surgettivo e ker(f) C I, (VI)¢ = VI¢;

4. se f & surgettivo, f(J(A)) C J(B);

—

5. se A & semilocale e f & surgettivo allora f(J(A)) = J(B).

Mostriamo la 5, assumendo le precedenti. Siano {my,...,m,} gli ideali massi-
mali di A. In particolare m;, m; sono comassimali se ¢ # j, dunque J(A) =

ﬁ m; = f[ m; = f(J(A)) = ]1[ f(m;) (il prodotto commuta con l’e-
i=1 i=1 i=1

stensione).ise m; 2 ker(f), f(m;) ¢ massimale in B per la corrisponden-
za 1-1. Altrimenti m$¢ = m; + ker(f) = (1), cioe f(m;) = (1). Dunque
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fJA)= TI fmy)= N  f(my) (gli f(m;) sono massimali e distinti
m; Jker(f) m; Jker(f)
per corrispondenza, e quindi comassimali), e un’intersezione di ideali massimali
di B contiene J(B). Si conclude poiché I'inclusione opposta viene dal punto 4.
Controesempio a 4: i : Z) — Q. Z(,) ¢ locale, ma non un campo, e ¢ ¢
iniettiva, quindi i(J(Z,))) # (0), ma J(Q) = (0).
Controesempio a 5: 7 : Z — Z/(4) & surgettiva, ma Z non & semilocale, e

infatti f(J(2)) = /(0) = (0), J(Z/(4)) = (2.

1.5 Fattorizzazione negli anelli

In questa sezione vogliamo studiare il problema della fattorizzazione negli anelli.
Introdurremo un algoritmo per fattorizzare polinomi a coefficienti in un campo
finito, e poi dimostreremo alcuni risultati classici su PID e UFD. Ci serve prima
un altro risultato classico, il teorema cinese del resto (CRT):

Teorema 1.15 (Teorema cinese del resto). Sia A un anello, e Iy, ..., I, ideali
di A a due a due comassimali. Allora Vai,...,a, € A3Ja € A:a=a; mod Ij.

Dimostrazione. Usando il fatto che gli I; sono a due a due comassimali,
Vi #k Elag? €lj, a, €l : a"; +aj, = 1. Sia b, = gka§. Osserviamo che
Jj#k
Vi #kb,=0 mod I; (a? € I;) eby =1 mod I, in quanto, Vj # k,
. n
1 =ak+a) = a% mod I;. Quindi,sea = kzl aigby, sihaa = a;b; = a; mod I;.
- O

Corollario. Sia A un anello e Iy, ..., I, ideali di A. La mappa f: A — [[ A/},
J

f(a) = (¢ mod I});=1,. ., (funzione prodotto delle proiezioni canoniche) & sur-
gettiva se e solo se gli I; sono a due a due comassimali. In tal caso, essendo

ker(f) = ﬂIJ = HI]‘, si ha che A/HI] = HA/I]

Dimostrazione. Se gli I; sono comassimali, vale il CRT e f & surgettiva. Vi-
ceversa, sfruttando la surgettivita di f, Vj Ja; : f(a;) = (0,...,1,...0) (1 alla
posizione j-esima). Allora a; € I Vk # j, 1 —a; € I; (basta osservare che
fl—gqa;) =(@1,..,1)—-(0,..,1,..,0) = (1,...,0,...1), ¢’¢ uno 0 nella j-esima
coordinata, quindi 1 — a; € I;), ovvero 1 = (1 — a;) +a; € I; + Ij.

O

Vediamo qualche applicazione del CRT. Sia A ¢ un anello semilocale, con
ideali massimali my,...,mg. Notiamo che due ideali massimali distinti sono
comassimali, quindi per il CRT abbiamo A/J(A) = [[ A/m;. In particolare,
se J(A) = 0, A ¢ isomorfo a un prodotto diretto di campi. Ma in generale
un anello semilocale non & prodotto diretto di locali: Se consideriamo I’anello
Z(p,q), I'insieme dei numeri razionali con denominatore coprimo con p e g, ¢
semilocale, ma non locale (ha 2 ideali massimali, (p) e (¢)), e non & un prodotto
diretto di anelli locali, poiché € un dominio.
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Un’altra applicazione classica ¢ l'interpolazione di Lagrange: se aq, ..., qp
sono n elementi distinti di un campo K, e f, ..., fn € K (non necessariamente
distinti), 3f € Klz] : f(ay) = B; Vi. Infatti, poiché gli (z — a;) sono ideali
massimali distinti, per il CRT & possibile risolvere il sistema di congruenze f = ;
mod (z — o). Cioe, Vi f(z) =pi(z)(x —ay) + i = f(au) = Bi.

Ora vediamo un algoritmo per fattorizzare polinomi a coefficienti in Z/(p),
noto come algoritmo di Berlekamp. Sia f € Z/(p)[x] un polinomio a coefficien-
ti in Z/(p) libero da quadrati (che, per il criterio della derivata, corrisponde
alla condizione ged(f, f') = 1). Sia B = Z/(p)[z]/(f) : B & uno Z/(p)-spazio
vettoriale di dimensione deg(f). Sia ¢ : B — B, ¢(b) = b 'omomorfismo di
Frobenius. Allora ker(¢ — idg) = (Z/(p))™ (come spazio vettoriale), dove n
¢ il numero di fattori irriducibili di f. Inoltre, se § € ker(p —idg) e g & un
rappresentante di g in B, allora f = [ gcd(f, g — a).

a€Z/(p)

n
Dimostrazione. Per la prima parte, sia f = [] f; la fattorizzazione in irriducibili
i=1
di f. Poiché f e libero da quadrati, gli f; sono tutti distinti, quindi, per il
n n

CRT, B = 2/(p)ie]/(I1 £ = 1 Z/(p)[a]/(£0). che & mn prodotto di campi di

caratteristica p. Se ora ¢ ¢ 'omomorfismo di Frobenius, e (b1, ...,b,) € B (o,
meglio, nell'immagine di B tramite l'isomorfismo del CRT), allora

(p —idp) (b1, ... bn) = (b) — by, ...,b2 — by,). Se imponiamo che (b, ....b,) sia
nel nucleo di ¢ — idp, allora, Vi = 1,...,n, b —b; = 0, equazione che ha come
soluzioni tutti e soli i polinomi costanti, cioe gli elementi di Z/(p): infatti,
I’equazione ha al piu p soluzioni, e tutte le costanti la risolvono per il piccolo
teorema di Fermat. Quindi ker(¢ —idp) = (Z/(p))™.

Per la seconda parte, sia (b1, ...,b,) € ker(¢ —idp), e sia g € Z/(p)[x] tale
che ¢ = b; mod f; per ogni i. Da quanto detto sopra sappiamo che i b; sono
costanti, quindi Va € Z/(p) filg —a <= b; = a. Si ha che ged(f,g —a) =
I ged(fi,g —a) = JI fi, e moltiplicando su tutti gli @ € Z/(p) si trova
i=1 i

i: bi=a

f=11fi= 11 egcd(f,g—a).
i=1 a€Z/(p)
Richiamiamo alcune definizioni:
e a € A\ A* si dice irriducibile se a = bc = b€ A* Ve A

e a € A\ A* ¢ primo se albc = alb V alc (o, in alternativa, se (a) ¢ un
ideale primo);

e a,b € A sono associati se Ju € A* : a = ub.

Osservazione. In generale, un elemento irriducibile puo non essere primo. Per
esempio, in Z[v/—5], 2|6 = (1 + v/—5)(1 — v/=5), ma 2 non divide nessuno dei
due fattori.
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Lemma 1.16. Sia A un dominio.
1. Se a € A & primo, allora e irriducibile.

2. A & un UFD se e solo se ogni elemento ammette una fattorizzazione in
irriducibili e ogni irriducibile ¢ primo.

3. Se A & un PID, allora ogni irriducibile & primo.

Dimostrazione. 1. Sia a = be. In particolare, albe, e poiché a & primo, divide
b o c. Senza perdere in generalita, supponiamo alb. Allora b = ax, dunque
a=bc=acx = a(l—czx) =0. Visto che A ¢ undominioea # 0, cx =1
e ¢ & invertibile.

2. Se A ¢ un UFD, ovviamente ogni elemento (diverso da 0) ha una fattoriz-
zazione in irriducibili. Se a & irriducibile e albe, allora ad = be per qualche
d. Poiché a ¢ irriducibile e c’e fattorizzazione unica, a deve comparire an-
che nella fattorizzazione in irriducibili di bc, dunque compare o in quella
di b o in quella di ¢, ovvero alb o ale. Viceversa, supponiamo che ogni ele-
mento abbia una fattorizzazione e gli irriducibili sono primi, e mostriamo
che la fattorizzazione ¢ unica. Sia x € A tale che z = [[a; =[[b;, a;, b;
irriducibili. Poiché by e irriducibile, € primo, e in piu divide x, che ¢ il pro-
dotto degli a;, quindi deve dividere un certo a;. Dunque si ha a; = bycq,
e per irriducibilita di a; e by ¢; ¢ un’unita (ricordiamo che gli irriducibi-
li non sono invertibili), ossia che a; e b; sono associati. Quindi possono
essere semplificati dalle rispettive fattorizzazioni, a meno di moltiplicare
per unita. Possiamo ripetere il procedimento fino a esaurire i b;, e a tal
punto anche gli a; saranno stati semplificati tutti, altrimenti si avrebbe
che un’unita ¢ un prodotto (non vuoto) di irriducibili, assurdo. Quindi le
due fattorizzazioni dovevano essere la stessa.

3. Sia a € A irriducibile, e supponiamo albc. Allora 3d € A : ad = be.

Essendo A un PID, (a,b) = («) per qualche «, quindi ¢ = af. Ma a

¢ irriducibile, quindi o « & invertibile o 8 ¢ invertibile. Se 8 € A*, a e

a sono associati, cioe (a,b) = () = (a) e percio alb. Se a € A*, allora

(a,b) = (1), quindi 1 = ax + by per certi z,y = ¢ = cax + cby, e a|c in
quanto albe.

O

Teorema 1.17. Se A & un PID, allora & un UFD.

Dimostrazione. Dal lemma precedente sappiamo che A & un UFD se e solo se
esistono le fattorizzazioni e gli irriducibili sono primi. Inoltre, abbiamo anche
che nei PID gli irriducibili sono primi, quindi e sufficiente mostrare che ogni
elemento non nullo ammette una fattorizzazione. Innanzitutto, mostriamo che
ogni catena ascendente di ideali in A ¢ stazionaria. Sia (ag) C (a1) C ... una
catena ascendente di ideali di A. L’unione di tutti questi ideali in catena & un
ideale, quindi & generato da un certo a. Poiché a € nell’'unione degli ideali della
catena, a € (ay) per qualche k e dunque (a) C (ax). D’altra parte (ax) C (a),
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quindi i due ideali sono uguali e la catena deve stabilizzarsi. Ora supponiamo
per assurdo che ag € A non ammetta una fattorizzazione in irriducibili. In
particolare non ¢ irriducibile, quindi si ha ag = a1b1, con ay, b; non invertibili
e non entrambi irriducibili. Senza perdere in generalitd supponiamo che a;
non sia irriducibile, allora a1 = agbe, ag,by ¢ A* e non entrambi irriducibili.
Iterando questo procedimento, si genera una successione ag, a1, ... in A tale che
Vn € N apy1|an € an, an41 non sono associati, e dunque si ottiene una catena di
ideali (ap) € (a1) < ... infinita, ma non stazionaria, che & una contraddizione.
O

Osservazione. La proprieta che ogni catena ascendente di ideali di un anello e
stazionaria caratterizza una classe molto importante di anelli, detti noetheriani,
che ritorneranno piu avanti.

1.6 Esercizi

k

1) Sia A un anello. 3f : A — [] 4; isomorfismo <= Jej,..,ep, € A
i=1

idempotenti (ovvero e? = e; Vi) ortogonali (cio¢ e;je; = 0 Vi # j) tali che

267;:1.

Soluzione. ( = ) Per i = 1,...,k sia ¢; = f~1(0,...,1,...,0) ('l & nel-
la posizione i-esima della k-upla) e mostriamo che e; ha le proprieta volu-
te. Notiamo che f(e;) = (0,...,1,...,0) & idempotente, quindi f(e? — ¢;) =
f(ei)? — f(e;) = (0,...,0). Poiché f & iniettiva, e? — e; = 0. Inoltre, se i # 7,
f(eiej) = f(es) f(e;) = (0,...,0), visto che gli 1 sono in posizioni diverse. Infine
FO e)=> f(e;) = (1,...,1), che & l'identita del prodotto di anelli in arrivo e

(2 7
quindi immagine di 1 € A (sfruttando ancora Uiniettivita di f).

(<) Sia A; = ;A = {e;a | a € A}. A; & un anello con le operazioni
indotte da A. Non & un sottoanello di A poiché non ha I’l, ma in A; e; (=e;-1)

k
¢ lidentita: e;(e;a) = e?a = e;a. Siaora f: A — [[ Ai, f(a) = (e1q, ..., exa).
i=1
f & un omomorfismo: f(a+b) = (e1(a+b),...,ex(a+ b)) = (e1q,...,exa) +
(e1b,...,exb) = f(a) + f(b), f(ab) = (erab,...,erab) = (elab,...,erab) =
(era - erd,...,exa - exb) = (eya, ..., exa)(erb, ...exb) = f(a)f(b),
f(1) = (eq, ..., ex) che & 'identita in arrivo.
f ¢ iniettiva: se a € ker(f), f(a) = (e1aq,...,exa) = (0,...,0) =
ea=0Vi = 0=ad e =a.
k
f & surgettiva: sia (ejai,...,exar) € [] Ai, con a; € A; abbiamo che a =
i=1
> aje; viene mandato in (e1aq, ..., exay). Infatti, f(ae;) = (ere;ai, ..., exe;a;) =

(0, ..., e;a4, ...,0) (termine non-zero al posto i), dunque f(3_ ae;) =Y flae;) =

(e1a1, ..., exag).
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I prossimi esercizi saranno applicazioni del lemma di Zorn, e sfrutteranno il
fatto che ”elementi massimali di famiglie di ideali tendono a essere ideali primi”.

2) Sia A un anello, e I un suo ideale. L’insieme V(I) = {p € Spec(A) |p D I}
ha elementi minimali per inclusione. In particolare, se I = (0), V(0) = Spec(A)
ha elementi minimali.

Soluzione. Mostriamo il caso I = (0), il caso generale si risolve in modo
simile, o passando al quoziente A/I. Sia ¥ = Spec(A) ordinato con le inclusioni
“rovesciate”, in modo tale che, applicando il lemma di Zorn, I’elemento mas-
simale scelto sard minimale per inclusione. Ovviamente Spec(A) ¢ non vuoto,
poiché esistono ideali massimali. Sia ora I una catena (decrescente!) di ideali
in Spec(A). Il maggiorante della catena in questo caso sara 'intersezione degli
I, sia esso P. Sappiamo gia che & un ideale, mostriamo che & in X, ovvero &
primo. Chiaramente P & proprio in quanto sottoinsieme di ideali propri. Se per
assurdo Jda,b ¢ I : ab € I, ab sarebbe in tutti gli Iy, ma esisterebbero Ay, Ay
cona ¢ I, b¢ I,. Poiché gli I) sono totalmente ordinati, senza perdita di
generalita Iy, C I,, quindi b ¢ I,,, che contraddice la primalita di I,. P &
dunque primo e il lemma di Zorn vale, garantendo ’esistenza di primi minimali.

Definiamo Min(I) come l'insieme dei primi minimali che contengono I, e
Min(A) = Min(0) come linsieme dei primi minimali di A. Di conseguenza
abbiamo che N(A) = () p e, pilt in generale, VI = (] p, in quanto i

pEMin(A) pEMin(T)
primi che contengono i minimali non contribuiscono all’intersezione.

3) Sia A un anello. Allora D(A) & unione di ideali primi.

Soluzione. Sia ¥ = {I C A ideale | I C D(A)}, con l'ordinamento usuale.
Mostriamo innanzitutto che ¥ ha elementi massimali. ¥ € non vuoto poiché
contiene (0). Inoltre, se I € una catena in ¥, 'unione di questi ideali ¢ ancora
un ideale ed & contenuto in D(A), quindi si puo applicare il lemma di Zorn. Sia P
un elemento massimale di X, e mostriamo che P ¢ un ideale primo. Ovviamente,
P é proprio perché 1 non e un divisore di zero, quindi non puo essere in P. Per
assurdo, siano a,b ¢ P tali che ab € P. Gli ideali (P,a), (P,b) contengono
strettamente P, dunque, per massimalita di P, Ja € (P,a), 8 € (P,b) non
divisori di zero. Si puo scrivere a = p+ka, f = q+hb, p,q € P, h,k € A. Allora
af = pq+ phb + gka + abhk € P, ma «f non € un divisore di zero: altrimenti,
esisterebbe v # 0 : @y = 0, ma siccome v # 0, « sarebbe un divisore di zero.
Ma P € ¥, quindi contiene solo divisori di zero, assurdo. Per concludere, basta
mostrare che D(A) = |J I: infatti, se si fa 'unione sugli elementi massimali di

Ies
¥, si ottiene nuovamente D(A), ma & stato appena dimostrato che tali elementi
sono ideali primi. Un’inclusione & banale, per ’altra basta osservare che, se = &
divisore di zero e y # 0 & tale che zy =0, € Ann(y) C D(A).

4) Sia A un anello tale che ogni ideale primo ¢ principale; allora A ¢ un PIR
(principal ideal ring), ovvero tutti i suoi ideali sono principali.

Soluzione. Per assurdo, supponiamo che ¥ = {I C A ideale non principale}

sia non vuoto, e ordinato nel modo usuale. Se I & una catena in X, I = |J I, &
by
ancora un ideale non principale: altrimenti, se I = (a), a sarebbe un elemento

di qualche Iy, ma allora I = (a) C Ix C I = (a) = I, che contraddice il
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fatto che I, non & principale. Quindi, per Zorn, ¥ ha un elemento massimale I,
che non & principale, dunque, per ipotesi, non & primo. Allora Ja,b ¢ I : ab € I.
Si deduce che (I,a) 2 I e quindi che (I,a) = (¢) per qualche ¢. Scriviamo
c=xz+ay, v €1, y € A Consideriamo ora 'ideale I : (¢). Osserviamo che
bel:(c),in quanto bc =bx +aby € I (abe I). Poichéb¢ I, [:(c) D] =
I : (¢) = (d) per qualche d. Ora mostriamo che I = (ed). Un contenimento e
ovvio: d € I : (¢) = cd € I. Per il contenimento opposto, fissiamo i € I.
Allora i = ke, k€ A, quindik €l :(¢) = k=hd, he A = i = hcd.
Quindi I e principale, assurdo.

5) Sia k un campo, R = klx,y,2,t], I = (yt? + 232212, 2% + yt2, 2%2).
Calcolare v/I, scrivendolo come intersezione di ideali primi.

Soluzione. Iniziamo semplificando i generatori di I: z?t? € I, quindi anche
23222 € I = yt?> € I. e allora anche 22> € I. Abbiamo un sistema di
generatori pit semplici per I: I = (yt?, 22, 22t?). T generatori di I sono dei
monomi: in questo caso si dice che I ¢ monomiale. E facile calcolare il radicale
di un ideale di questo tipo: basta prendere ciascun generatore e ”togliere” gli
esponenti, come si farebbe per gli ideali di Z (lo dimostreremo in seguito).
Quindi VI = (yt, z, xt). Useremo ora ripetutamente questa proprieta degli ideali
monomiali (che dimostreremo pilt avanti): se I ¢ monomiale e f, g sono monomi
coprimi, allora (I, fg) = (I, f) N (I, g). Si ha (yt, z,xt) = (y,z, zt) N (¢, z, 2t) =
(y,z,2) N (y,z,t) N (t, z) = (z,y,2) N (t,x): nella prima uguaglianza abbiamo
preso I = (z,zt), f =y, g =t, nella seconda I = (y,z), f =2, g =1. Non
sono possibili ulteriori semplificazioni, in quanto i due ideali rimasti sono primi
(e quindi irriducibili). Abbiamo trovato la cosiddetta decomposizione primaria

di VI

Osservazione. L'uguaglianza (I, fg) = (I, f)N (I, g) NON & vera in generale! E
invece vera in qualche caso particolare: uno e quello illustrato sopra. Un secondo
caso si applica ad anelli pit generali: si deve avere (I, f,g) = (1). Infatti, in
A/I, (f) e (g) sono comassimali, quindi (fg) = (f) N (g). Sollevando entrambi
i membri a ideali di A si ha (I, fg) = (I, f) N (I,g9). Questa uguaglianza pud
valere in generale, ma bisogna prendere il radicale di entrambi i lati: infatti,

VU fg) =, H,9) =T )N/ g).
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2 L’anello K|z, ..., x,]

L’obiettivo di questo capitolo e studiare gli ideali degli anelli di polinomi in n
variabili a coefficienti in un campo K. Prima di tutto, analizzeremo le proprieta
degli ideali monomiali, che sono i piu semplici, vedremo un algoritmo per di-
videre polinomi in piu variabili (la divisione euclidea non funziona per piu di
una variabile). Poi introdurremo le basi di Grébner per studiare ideali generali.
Infine studieremo l'anello K[z1, ..., z,] da un punto di vista ”geometrico”, arri-
vando a dimostrare il Nullstellensatz di Hilbert. Per convenienza notazionale,
useremo x per indicare (x1,...,2,) (ovvero x & un vettore con n entrate in N).
Se a = (ay,...,a,) € N, poniamo x* = z{'...z% . Inoltre, per tutto il resto del
capitolo, A = K[x1, ..., Zp].

2.1 Ideali monomiali

Definizione (Ideale monomiale). Un ideale I di KJzq,...,2,] si dice mono-
miale se ammette un sistema di generatori costituito da monomi.

Al momento, supponiamo anche che questi ideali sono finitamente generati:
a breve dimostreremo che in realta tutti gli ideali monomiali sono finitamente
generati (lemma di Dickson).

Definiamo Mon(A) = {x®* | a € N"} come l'insieme dei monomi di A.
Notiamo che ¢’¢ una corrispondenza 1-1 tra Mon(A) e N™:

an

a=(ay,..,an) +— x> =2 .20

In piu tale corrispondenza preserva le operazioni naturali di somma in N™ e di
prodotto in Mon(A): xa+P = xaxPb.

Un generico elemento f di A & della forma Y c,x?, al variare di a € N”. Gli
x?2 il cui coefficiente & non nullo sono detti monomi di f. Ovviamente i monomi
di f devono essere un numero finito, cioé c; # 0 solo per un numero finito di a.

Proposizione 2.1 (Caratterizzazione degli ideali monomiali). Sia I un ideale
di A. Allora I & monomiale se e solo se ha la seguente proprieta: Vf € A, f € [
se e solo se tutti i monomi di f appartengono a I.

Dimostrazione. Supponiamo che I = (xP)pep sia monomiale, dove B C N",
esia f =Y cax® € A. Ovviamente, se tutti i monomi di f sono in I, anche
f € 1. Seinvece f € I, vogliamo mostrare che tutti i suoi monomi sono in I.

Abbiamo che Y cax® = f = Y cp(x)xP (come al solito, solo un numero finito
beB
di coefficienti & diverso da 0). Si ha che f = > cp(x)xP = > > (cp,ax?)xP
beEB beB d
(scrivendo i coefficienti polinomiali ¢y (x) come somma dei loro monomi)
= f =73 cpax"Td. Uguagliando i coefficienti, si ha che Va : ca # 0 esistono
b.d
b € B, d € N” tali che x* = xP*4 = xPx4, che appartiene a I in quanto
b
x> el.
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Viceversa, supponiamo che [ sia tale che f € I <= tutti i monomi di
f stanno in I. Supponiamo che I = (fy)pen. Gli f generano I, quindi vi
appartengono. Per ipotesi tutti i monomi degli f;, sono in I. Se J & l'ideale
generato dai monomi degli f;, per quanto detto sopra, J C I. Inoltre ogni fp
& combinazione lineare dei suoi monomi, che sono elementi di J, quindi I C J.

Poiché I = J e J € monomiale, si ha la tesi.
O

Mostriamo ora che tutti gli ideali monomiali sono finitamente generati. Pri-
ma ci serve qualche definizione.

Definizione (E-sottoinsieme). E # () & un £-sottoinsieme di N se Va € E,
beN'a+bekFE.

Un &E-sottoinsieme FE corrisponde all’ideale I = (x® | a € E).

Definizione. Sia E un £-sottoinsieme di N*. () # F C E ¢ una frontiera di
EseVac Edbe F, ce N":a=Db+c (0, equivalentemente, a — b € N").

Se E & un &E-sottoinsieme, I 'ideale corrispondente, e F' una frontiera di F,
allora {x* | a € F'} & un sistema di generatori per I.

Lemma 2.2 (Dickson). Ogni E-sottoinsieme E di N ammette una frontiera
finita, e quindi ogni ideale monomiale di K[z, ..., 2,] € finitamente generato.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

Passo base, n = 1: E & un sottoinsieme non vuoto di N, quindi ha un minimo
m. Chiaramente {m} ¢ una frontiera finita di E: se [ € E, I —m € N in quanto
m <.

Passo induttivo, n == n + 1: sia 7 : N**1 — N 7(ag,as,...,a,) =
(a1, ..., an) (7 ”si dimentica” della 0-esima coordinata). Sia F un E-sottoinsieme
di N**1 Allora 7(E) ¢ un E-sottoinsieme di N™: infatti, ¢ non vuoto e, se
m(a) € 7(E), be N", w(a) + b =n(a+ (0,b)) € n(E). Per ipotesi induttiva,
dF’ = {ay,...ax} C F tale che n(F’) & una frontiera finita di 7(E). Ciascun
a; ha coordinate (aEO), ...,al(»n)). Sia @ = max{ago) |1<i<k},eVO0<a<a
sia B, = EN ({a} x N*) l'insieme degli elementi di F con 0-esima coordinata
a. Fissiamo 0 < a < @. Se E, = 0, poniamo F, = (). Altrimenti, 7(F,) & un
E-sottoinsieme di N™: ¢ non vuoto e, se m(a) € 7(E,), b € N*, w(a)+b =

m(a+ (0,b)), e a+ (0,b) € E,. Per ipotesi 1ndutt1va AF, frontlera finita di

E,. Poniamo F, = {0} x F,. Siaora FF = F' U U F,. F ¢ un insieme finito,

a=
facciamo vedere che ¢ una frontiera di E. Sia a € E e sia ag la sua 0-esima

coordinata. Distinguiamo due casi:

e se ap < @, allora a € E,,, quindi 3b € F,, : a— b € N*""L: infatti, la
0-esima entrata di a — b € ag, e le altre sono non-negative perché F,, ¢
frontiera di m(E,,);

eseay>a, 11<i<k:mw(a)—m(a;) € N" quindi a — a; € N" in quanto
la, 0-esima entrata € ag — a; > a — a; > 0.
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O

Si puo fare di meglio: facciamo vedere che ogni &-sottoinsieme E di N”
ammette un’unica frontiera minimale, detta escalier (una frontiera minimale &
una frontiera di E minimale per inclusione). Innanzitutto, le frontiere minima-
li esistono: partiamo da una frontiera finita F' (che esiste per Dickson), e se
ci sono by,by € F tali che by — by € N (diverso da 0), allora by & super-
fluo e puo essere eliminato dalla frontiera. Iterando questo passaggio finché e
possibile, il procedimento si fermera perché F' ¢ finita, e a quel punto la fron-
tiera rimasta sara minimale, ossia senza elementi ”superflui”. Un escalier di un
E-sottoinsieme E corrisponde a un sistema di generatori minimale dell’ideale
monomiale I associato a F.

Proposizione 2.3. Sia E ¢ un &-sottoinsieme di N™.
1. Se F & una frontiera minimale di E, allora F' & finita.
2. E ammette un’unica frontiera minimale.

Dimostrazione. 1. Per il lemma di Dickson, E ammette una frontiera finita
F’. Mostriamo che F' C F”, e quindi che F ¢ finita. Siaa € F' C E. Poiché
F’ & una frontiera, 3b € F/, c € N : a = b+ c. Ora b € E, quindi,
usando il fatto che F' ¢ una frontiera, da; € F, ¢; € N* : b = a; + ¢y,
ovvero a—aj; = ¢ +c¢. Ma ¢ +c¢ € N”, e se fosse diverso da 0, a sarebbe
superfluo e F' non sarebbe minimale. Quindic; +¢c=0 = ¢; =c =
0 = a=beF.

2. Siano F = {ay,...,as}, F' = {by,...,b;} due frontiere minimali per E. Per
s t
definizione di frontiera, si puo scrivere E = |J a;+N" = |J b;+N". Ogni
i=1 j=1
a; € un elemento di F, quindi 3; : a; € b; + N". Dunque ¢ ben definita la
funzione n : {1,...,s} = {1,...,t}, (i) =min{l < j <t |a; € b; + N"}.
Innanzitutto, notiamo che 7 e surgettiva: se, per assurdo, j non fosse
nelllimmagine di n, allora Vi € {1,...,s} 3j' < j : a, € bjy + N*. Ma
in tal caso, {by,...,bj_1} & una frontiera di E: infatti, poiché F' & una
frontiera, Vc € E 3i : ¢ —a; € N”, e per ipotesi 3/ < j : a, — bjs € N
Quindi ¢ — b = (¢ — a;) + (a; — bj) € N™. Questo contraddice il fatto
che F’ sia una frontiera minimale di £. Dunque 7 & surgettiva, e s > t.
Analogamente, ¢’¢ una mappa surgettiva d da {1, ...,t} a {1, ..., s} (definita
allo stesso modo, ma ribaltando i ruoli degli a; e dei b;). Dunque, in realta
si ha s = ¢t. Mostriamo ora che F' = F': Vi € {1,...,5} a; —b,; € N" e
b, i) — ag(y)) € N, quindi a; — ay(,;)) € N". Essendo F' minimale, si
deve avere a; = ay(,(;)), ¢ vale anche a; = b, ;). In particolare, F' C F,
e, per minimalita di F”, si ha I'uguaglianza cercata.
O

La proposizione precedente implica che ogni ideale monomiale I ammette
un unico sistema di generatori minimale (e finito), che indichiamo con G(I), e
che corrisponde all’'unico escalier dell’€-sottoinsieme associato a I.
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Uno dei vantaggi degli ideali monomiali € che combinarli tra loro con le usuali
operazioni risulta molto facile.

Proposizione 2.4. Siano I = (my,...,ms), J = (nq,...,n;) due ideali mono-
miali, e m,u € Mon(A4).

1. I+J=(my,...,mg,n1,...,n¢). In particolare, I + J & monomiale.

2. (proprieta di decomposizione) Se m,u sono monomi coprimi, allora
(I,m)n(I,u) = (I,mu).

3. INnJ = (lem(m;,n;))i ;.

4. I :m = (m)i=l,...,s~

5. VI = (\/m1,..../Ms), dove /m = [] z3 ¢ la parte libera da quadrati di

Th|m
m. (Concretamente, un sistema di generatori per VT si ottiene prendendo
ciascun generatore di I e "rimuovendo” gli esponenti).

Dimostrazione. Dimostriamo la 1, la 2 e la 5.
1. Ovvia (e valida per ideali generali in anelli qualsiasi).
2. (D) Basta notare che

IC(I,m), I C(I,u), muée (I,m), mue (I,u).

(C) Premettiamo la seguente osservazione: se I, J sono monomiali, allora
I NJ é monomiale. Sia f € I NJ e sia m un monomio di f. Poiché I,.J
sono monomiali, m € I, m € J = m € I N J. Per la caratterizzazione,
I'NJ & monomiale. Sia ora f € (I,m) N (I,u), che & monomiale per 1. e
per losservazione. Allora (I,m) N (I,u) contiene tutti i monomi di f, quindi
possiamo supporre che f sia un monomio. Se f € I, chiaramente f € (I, mu).
Se f ¢ I, allora m|f, u|f = f = am = bu. Poiché m,u sono coprimi, m|b,
ovvero b = cm. Dunque f = cmu, cioé mulf.
5. Sia H = (y/m1,...,\/ms). Notiamo che Vi \/m;|m;, e quindi I C H,
e my|(y/m;)" (dove k; & il massimo esponente che compare in m;), che im-
plica H C V/I. Passando ai radicali, otteniamo v H = v/I. Per concludere,
mostriamo che H ¢ radicale. Usando ripetutamente la proprieta di decompo-
sizione e sfruttando il fatto che /m; & prodotto di variabili (con esponente 1),
abbiamo che (y/m1,/m2,....,\/ms) = () (Th,, /M2, ..., /Ms). Possiamo ite-
Th |m1
rare questa procedura fino a ottenere clhe H ¢ un’intersezione finita di ideali
generati da variabili, che sono ideali primi (il quoziente ¢ ancora un anello di
polinomi a coefficienti in K, che & un dominio), e in particolare radicali. Infine,
un’intersezione finita di ideali radicali & ancora radicale: se I,J sono radicali,
VINJ =+INyJ=1nJ. Dunque H & radicale.
O
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Per esempio, in Klz,y,z,t], 'ideale H = (xy, 2t) & radicale: infatti, per
decomposizione, (zy, zt) = (zy, z) N (zy,t) = (2, 2) N (y,2) N (z,t) N (y,t). H &
intersezione di 4 ideali primi, quindi e radicale.

Un’altra proprieta degli ideali monomiali € che ¢ facile determinare se sono
primi, primari, irriducibili o radicali, semplicemente guardando come & fatto il
sistema di generatori minimale G(I).

Proposizione 2.5. Sia I un ideale monomiale, e sia G(I) il suo sistema di
generatori minimale.

1. I & primo se e solo se G(I) & un insieme di variabili (ossia monomi di grado
totale 1).

2. I & radicale se e solo se G(I) & un insieme di monomi liberi da quadrati.

3. I &irriducibile se e solo se in G(I) compaiono solo potenze pure di variabili
(cioe gli elementi di G(I) sono della forma z{").

4. I & primario se e solo se per ogni variabile x; che divide un monomio di
G(I), 2% € G(I) per qualche k € N.

Dimostrazione. 1. E chiaro che se G(I) & costituito da variabili allora I &

primo. Viceversa, sia m € G(I). Allora z,|m per qualche h, dunque

m = xpu. Notiamo che u ¢ I in quanto divide propriamente m, e per

minimalitd di G(I) non ci sono divisori propri di m in I. Poiché I &
primo, z;, € I, e per minimalita di G(I) m = zp,.

2. Abbiamo gia dimostrato che se I & generato da monomi liberi da quadrati,

I & radicale (si veda la dimostrazione precedente). Invece, se I & radicale

em € G(I), allora \/m € VT = I e \/m|m. Per minimalita /m = m,
ovvero m e libero da quadrati.

3. (=) Sia I = (my,...,ms) irriducibile. Per assurdo, se (diciamo) m; non
fosse potenza di una variabile, si potrebbe scrivere come xZu, con x’fb,u
coprimi. Allora

I=(my,....,ms) = (¥, ma, ..., ms) N (u,ma, ..., my)

¢ una decomposizione non banale di I, che quindi non sarebbe irriducibile.

(<) A meno di riordinare le variabili, possiamo supporre che
G(I) = {7, ..., 2%}, per qualche r < n. Poniamo inoltre

Y = {1} 2= {2ri1 e}

Dunque A = K|[z][y]. Per assurdo, siano J, L due ideali tali che

I=JNL, JL2I. Mostriamo che Ip € K|[z] : p(z)z{ ' 201 € I.
Se esistesse tale p, avremmo un assurdo in quanto nessun elemento di
G(I) divide p(z)x®* ™ --.2%~'. Siano f € J\I, g € L\ I. Si pud
assumere che nessun monomio di f e di g stia in I (altrimenti si potrebbero
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sottrarre tali termini e il risultato sarebbe ancora fuori da I). Sappiamo
che f & della forma ) ca(z)y?, con ca(z) € K[z], a = (a,...,a,) € N,
dove y® = z{*-- 2% . Sia y¢ il monomio di grado totale minimo di f,
deg(yd) = Y. d;. Poiché yd ¢ I, d; < a; Vi. In pill, se u & un altro
monomio di f, 3i : deg, (u) > d; (deg, (u) denota il grado di z; nel
monomio u). Infatti, se Vi deg, (u) < d;, per la minimalita di deg(y?)
avremmo y9 = u. Definiamo b = (b1, ...,b,), b; = a; — d; — 1. b; & non-
negativo perché d; < a;. Osserviamo che yP+d = g¢1=1t...gar—1 ¢ T,
inoltre, se « & un monomio di f diverso da y9, allora yPu € I. Quindi
yP(f — calz)y?) € I C J, ma cq(z)y®t?d = cq(z)z{ ' -2~ ¢ I
Si deduce che yPf — yP(f — ca(z)y?) = ca(z)z{'---20~1 € J\ L
Ripetendo il ragionamento con ¢ al posto di f, si trovano he(z) e q tali
che he(z)ydte = he(z)28 - 20~ € L\ I. Sia ora p(z) = ca(z)he(z).
Allora p(z)z* ™' - 28=t € JN L = I, che conclude la dimostrazione.

. ( =) Supponiamo I primario, e sia m € G(I), zplm = m = xpu.
Come prima, u ¢ I, e dato che I ¢ primario 2§ € I, dunque 2 € G(I)
(r & la piu piccola potenza di xj, che appartiene a I).

( <= ) A meno di riordinare le variabili, supponiamo che in G(I) com-
paiano tutte le variabili da x; a z,., per qualche r < n. Per ipotesi,
V1<i<r3k:a¥ e @) CI, dunque VI = (z1,...,2,). Sia

w: K[z, ., xn] = K(Tri1, ooy Tn)[21, oo, Ty

I'inclusione naturale, dove nell’anello di arrivo le variabili z,41, ..., z, sono
invertibili. Prima di tutto, verifichiamo che I¢¢ = I: basta il contenimento
C (laltro vale sempre). Se m € G(I), allora (m)¢ = (m), in quanto m
non e invertibile nel codominio di ¢. Poiché estensione e somme finite
commutano,

I¢ = ((m1) + ... + (M) = (M1)¢ + ... + (Mg)¢ = (M, ...,my) =1,

o0, pitt precisamente, 'immagine di I in K(Zp41, ..., Tp)[T1, ..., Tr]. Visto
che ¢ & iniettiva, 1°¢ = p~1(I) = I. Inoltre, abbiamo che

\/Iie = \/j = (1’17 ...7:17T),

che & massimale nell’anello in arrivo; infatti il quoziente & il campo
K(xpy1, ..., Tpn). Essendo v I¢ massimale, I¢ & primario, dunque I¢“ =T &
primario in K[x1, ..., Zp].

O

2.2 Basi di Grobner

In questa sezione vogliamo studiare il problema di appartenenza di un polinomio
in K[z1,...,2,] a un dato ideale (membership test), che & una generalizzazione
della divisione euclidea per anelli di polinomi in piu variabili, e introdurremo le
basi di Grobner per risolverlo. Ci serve una definizione preliminare:
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Definizione (Ordinamento monomiale). < & un ordinamento monomiale
su N" se:

e ¢ un ordinamento totale;
e ¢ un buon ordinamento;
e VabceN' a>b = a+c>b+ec.

Esempio. 1. Ordine lessicografico (lex): a = (ay,...,an) > (b1,....,b,) = b se e
solo se la prima coordinata non nulla di a — b é positiva.
2. DegLex: a > b se e solo se |a| > |b| o |a] = |b| e @ > b in lex. Qui
n
la| = > a; & il grado totale del monomio x*. Secondo l’ordine DegLex, & pit
i=1
grande chi ha grado maggiore, e a parita di grado chi é piu grande nell’ordine
lessicografico.
3. DegRevLex: a > b se e solo se |a|l > |b| o |a| = |b| e lultima coordinata
non nulla di a — b é negativa.

Esempio. Consideriamo l’insieme di monomi
{2232, 2% 2, 2yt 22y 2%, wyt 2, 2%y 23}

Ordiniamoli secondo l'ordine DegRevLex, dove x >y > z. Notiamo che tutti i
monomi hanno grado 6, quindi vanno confrontati in base all’ordine lessicografico
inverso. L’ultima coordinata dei vettori associati corrisponde all’esponente della
z: chi ha Uesponente della z piu grande sara minore. Dunque il minimo di
questo insieme ¢ xyz*, sequito da x%yz3 e da x*y*22. Ci sono tre monomi dove
compare solo z: a questo punto si controlla quale monomio ha l’esponente della

y piu alto, ottenendo l'ordinamento xy*z < x*y3z < x°2z. Si ha dunque
a:yz4 < J;2y23 < x2y222 < xy4z < J:2y3z <z’

E facile mostrare che lex, DegLex e DegRevLex sono ordinamenti monomiali.
Vediamo solo che sono buoni ordini, esibendo esplicitamente il minimo di un
insieme. Sia S C N” non vuoto. Per lex, sia o il minimo delle prime coordinate
degli elementi di S = Sy (che esiste poiché N & bene ordinato), e sia
S;1={a€ S |a =ai}. Poisiano as il minimo delle seconde coordinate degli
elementi di S, e So = {a € 51 | ag = as}. Iterando per tutte le altre coordinate
si arriva al minimo di S.

Per DegLex, sia d = min{|a| | a € S} esia So = {a € S | |a| = d}. A questo
punto si trova il minimo secondo lex tra gli elementi di Sy, come descritto sopra.

Per DegRevLex, siano d e Sy come prima, (3, il massimo di tutte le ultime
coordinate degli elementi di Sy (che esiste in quanto Sy ¢ finito),

T, ={a €Sy | a, = Bn}. Dopo poniamo f,_; il massimo delle penultime
coordinate degli elementi di T,,, e T,,_1 = {a € T}, | an—1 = Bn_1}. Si pud
continuare cosi per tutte le coordinate, fino a raggiungere il minimo di S.

Definizione. Sia 0 # f = ) cax® € A, e sia < un ordinamento monomiale
fissato.
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Il multigrado di f & Deg(f) = max{a € N" | ¢, # 0}.
e Il coefficiente di testa di f & lc(f) = cpeg(s)-

Il monomio di testa di f & lm(f) = xPes(/),

Il termine di testa (leading term) di f &
h’,(f)zl(’,(f)lm(f): cDeg(f)XDeg(f)-

Se f,g € A, vale che:
e Deg(fg) = Deg(f)Deg(g);
e Deg(f + g) < max{Deg(f),Deg(g)}.

La dimostrazione & analoga a quella nel caso univariato.

Sial = (fi =a22+ 2%, fo=ay—y,fs =yz+vy), f=axyz?> —y. Fissiamo
lordinamento Deglex con z > y > 2. Vogliamo sapere se f € I. (Questo ¢ un
esempio del membership test). L’idea & di sottrarre a ogni passo un multiplo di
fi da f in modo da ridurne il multigrado. Per esempio,

f=yfi=ayz® —y—y(xz® +2°) = —yz* —y.

Se aggiungiamo zf3 otteniamo yz — y, e togliendo f3 si ha —2y, che non divide
nessuno dei termini di testa degli f;. Se invece, al primo passaggio, consideriamo
f — 22 fo, abbiamo yz? — y: sottraendo zfs si ottiene —yz — y; sommando f3
si arriva a 0. Quindi, con due sequenze diverse di passaggi, abbiamo ottenuto
0 in uno solo dei due casi (che & pero sufficiente per assicurare che f € I).
Vorremmo sapere in quali casi il resto della ”divisione” tra f e I € indipendente
dalla sequenza di passaggi effettuati. Prima, pero, descriviamo questo algoritmo
in generale, e dimostriamo che termina.

Definizione. Siano f,g € A\ {0}. f si riduce ad h modulo g (in un passo) se

Cax?

esiste un monomio c,x* di f tale che cax?|lt(g) e h = f — Ty 9. In simboli:
f < h. Se f non ha nessun monomio divisibile per It(g), diciamo che f & ridotto
rispetto a g, e si scrive f —, f, oppure fg.

Descriviamo l'algoritmo di divisione. Fissiamo un ordinamento monomiale.

Siano f € A, I = (f1,..., fm) un ideale di A; vogliamo scrivere

f=uifi+. ... +upfm+r,
dove r e ridotto rispetto agli f;. Definiamo un polinomio ausiliario p, che
inizialmente sara uguale a f. A ogni passo, si danno due casi:
1. Vi 1t(f;) 1 1t(p): allora poniamo r = 1t(p) (che & ridotto), e il polinomio
ausiliario ”aggiornato” sara new p = p—Ilt(p);
2. 3i: 1t(f;) | 6(p): allora poniamo new p = p— %fi, e aggiungiamo %
al vecchio valore di u;.
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Ripetiamo i passaggi finché p = 0. Notiamo che, prima o poi, si deve avere p = 0.
Infatti, a ogni passo dell’algoritmo, p perde il suo termine di testa, generando
una catena discendente dei suoi multigradi a ogni passo. Poiché I'ordinamento
fissato € buono, tale catena deve essere finita, e in un numero finito di passi si
avra p = 0.

Osservazione. Il primo passo dell’algoritmo di divisione determina dove compare
il leading term di f. Specificamente, si ha Deg(f) = max{Deg(u;f;) | u; # 0} se
r =0, o Deg(f) = max{Deg(u;f;), Deg(r) | u; # 0} se r # 0.

Sia S = {fa}aca un sottoinsieme di A, e fissiamo un ordinamento monomia-
le. Si definisce il leading term ideal di S come Lt(S) = (1t(fa))aca. Ovviamente
Lt(S) ¢ un ideale monomiale (in particolare & finitamente generato, per Dickson).

Siamo finalmente pronti per definire le basi di Grébner.

Definizione (Base di Grébmer). G = {g1,...,9s} € I\ {0} & una base di
Grobner per [ se Lt(1) = (1t(g1),.--,1t(gs)) = Lt(G), ovvero se il leading term
ideal di I e generato dai termini di testa degli elementi della base di Grobner.

Notiamo che, nell’esempio precedente, poiché —2y € I, y € Lt(I), ma non
¢ termine di testa di nessuno degli f;, quindi {fi, f2, f3} non ¢ una base di
Grobner.

L’importanza delle basi di Grobner & dovuta al seguente teorema:

Teorema 2.6. Sia I un ideale di A. I seguenti fatti sono equivalenti:

1. G={g,..,9s} ¢ una base di Grébner per I;

2. fel «— 5,0

3. fel < f=ugi+ ..+ usgs, u; € A tali che
Deg(f)=max{Deg(u;g;) | u; # 0}.

Dimostrazione. (1 = 2) Chiaramente, se f si riduce a 0 modulo g, allora
f € combinazione lineare degli elementi di G, che appartengono anche a I.
Viceversa, sia f = u1g1 + ... + usgs + r, con r ridotto rispetto a G. Poiché
fel, rel, dunque lt(r) € Lt(I) = (It(g1),..-,1t(gs)), in quanto G & una base
di Grobner. Ora, se r # 0, 1t(r) & un multiplo di qualche 1t(g;). Ma, essendo r
ridotto, non & divisibile per nessuno degli 1t(g;), quindi r = 0.
(2 = 3) L’implicazione verso sinistra ¢ ovvia. Per l'altra, se f € I, si riduce
a 0 tramite G, quindi si puo scrivere f = ujg; + - - - + usgs, € per l'osservazione
precedente, unitamente al fatto che r = 0, Deg(f) = max{Deg(u;g;) | u; # 0}.
(3 = 1) Vogliamo mostrare che Lt(I) = (It(g1), ... 1t(gs)). L’inclusione D &
ovvia, vediamo laltra. Sia f € I. Per ipotesi f = u1g1 + ... + usgs € Deg(f) =
Deg(u;g;) per qualche i. Dunque 1t(f) =lt(u;g;) =lt(u;)lt(g;), ossia 1t(g;)[1t(f)
e quindi 1t(f) € (1t(g1),...,1t(gs)), come voluto.
O

Il punto 3 implica immediatamente che una base di Grébner di I & automa-
ticamente un sistema di generatori per I, ma abbiamo gia visto che il viceversa
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¢ falso. Inoltre, se G & base di Groébner per I, allora per ogni f il resto della
divisione di f per G & unico: infatti, se f = u1g1 + .... T usgs + 7, f—1r € 1,
dunque il resto di f —r & 0, cioe il resto di f & r. Vale anche che I'unicita del
resto implica che G € una base di Grobner, ma ¢ complicato da dimostrare.

Un’altra importante conseguenza di questo teorema ¢ che K[x1,...,x,] & un
anello noetheriano, ossia tutti i suoi ideali sono finitamente generati. Infatti,
se I & un ideale, Lt(I) & un ideale monomiale e quindi finitamente generato,
supponiamo da 1t(g1),..., 1t(gr). Allora {g1,...,g9x} & una base di Grobner, e
quindi genera I. Abbiamo quindi trovato un sistema di generatori finito per I.
(Questo & un caso particolare del teorema della base di Hilbert, che dimostreremo
in seguito).

Adesso vorremmo trovare un modo per calcolare una base di Grobner, dato
un ordinamento e un sistema di generatori di un ideale. Iniziamo dal seguente
esempio. Sia I = (f1 = xy*+u, fo = 2%y+y) C K[z, y], e fissiamo I'ordinamento
lex con x > y. Allora Lt(f, f2) = (2%y,xy?). Notiamo perd che x? € Lt(I),
dato che zf; —yfo = 22 —y* € I, ma 2% ¢ Lt(f1, fo), quindi {f1, fo} non & una
base di Grobner.

Definizione (S-polinomio). Siano f,g € A\ {0}, e fissiamo un ordinamento
monomiale. L’S-polinomio di f e g & S(f,g9) = %f - %97 dove
x¢ = lem(xPeg(f) xPes(9)),

Nell’esempio precedente, l'ostruzione al fatto che {f1, fo} fosse una base di
Grobner ¢ che S(f1, f2) non si riduce a 0 (infatti ¢ gia ridotto). In un certo senso
questa ¢ ”1'unica” ostruzione: infatti, vale il seguente criterio (di Buchberger):
{91, ..., 95} € una base di Grébner per I'ideale (g1, ...,gs) se e solo se S(g;, g;) si
riduce a 0 per ogni i # j.

(non dimostrato)

Ora vediamo un metodo per ottenere basi di Grobner da un sistema di
generatori di un ideale, noto come algoritmo di Buchberger. Fissiamo un ordi-
namento monomiale <, e sia F' = {f1, ..., fs} un insieme di polinomi. L’output
dell’algoritmo sara una base di Grobmer (rispetto a <) per lideale (fi,..., fs)
contenente gli f;. Inizialmente, poniamo G = F, ¥ = {(¢g;,9,) € GxG | i # j}.
A ogni passo, calcoliamo p = S(g;, g;) per ogni (g;,g;) € L e vediamo se si ridu-
ce a 0. In caso affermativo, rimuoviamo tale coppia da ¥, altrimenti ampliamo
la nostra futura base di Grobner G aggiungendovi p. In realta, potremmo ag-
giungere la versione ridotta di p. Continuiamo il processo finché ¥ non ¢ vuoto.
Dobbiamo dimostrare due cose:

1. lalgoritmo termina;
2. alla fine dell’algoritmo, I'insieme G ottenuto ¢ una base di Grobner.

Per 1. osserviamo che, ogni volta che aggiungiamo un polinomio p a G, abbiamo
che Lt(G) € Lt(GU{p}): se cosi non fosse, 1t(p) sarebbe divisibile per lt(g) per
qualche g € G, e quindi p non sarebbe ridotto. Se ’algoritmo non terminasse,
avremmo una catena ascendente infinita di ideali non stazionaria, impossibile
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in quanto A & noetheriano (questa condizione ¢ effettivamente equivalente alla
generazione finita di tutti gli ideali, come vedremo piu avanti).

La 2 & ovvia: ¥ diventa vuoto se e solo se tutti gli S-polinomi si riducono a 0,
che per il criterio di Buchberger ¢ equivalente ad avere una base di Grobner.

Esempio. Sia I = (f1 = 2%y + 2, fo = xz + y), con Uordinamento DegLex,
x>y > z. Il primo passo & il calcolo (e la riduzione) di S(f1, f2), che si riduce
a —zy?+22. Poniamo f3 = xy*— 22 (normalizzando il termine di testa) e calco-
liamo S(f1, f3), che si riduce a 0. (ora stiamo riducendo rispetto a {f1, f2, f3})-
Si continua come nell’algoritmo descritto sopra: S(fa, f3) —« y>+2° 1= f4, e si
trova che S(fi, fa) =« 0 peri = 1,2,3. Quindi {x*y+z,v2+y, vy®> — 22,y + 23}
¢ una base di Grobner per I.

Vediamo un risultato che ci permettera di risparmiare molti conti nel calcolo

della basi di Grobner:

Proposizione 2.7. Siano f,g € A\ {0} tali che 1t(f), 1t(g) sono coprimi.
Allora S(f, g) si riduce a 0 tramite f,g, che sono dunque una base di Grobner.
(Naturalmente il risultato si generalizza a insiemi finiti di polinomi con termini
di testa a due a due coprimi).

Dimostrazione. Scriviamo f = 1t(f) + f1, g = It(g) + g1. Per ipotesi abbiamo
che S(f,g) =1W(9)f-1t(f)lg=(9—91)f = (f = fi)g= frg—a1f Se fi =0 (o
g1 =0), g (o f) & un monomio e S(f,g) = —g1f (o f1g), che & un polinomio
con tutti i monomi che dividono f (o g), e quindi si riduce a 0 tramite f (o
g). Supponiamo ora che fi e g siano diversi da 0. Osserviamo che lm(f1g) #
Im(gy f): se fossero uguali, Im(f1g) = Im(f1)lm(g) = lm(g1f) = lm(g;)lm(f).
Poiché lm(f) e Im(g) sono coprimi, si deve avere che Im(f)[lm(f;), assurdo in
quanto f1 € la coda di f. Quindi i leading term di fig e g1 f non si cancellano,
dunque It(f1g—g1 f) =1t(f19) o lt(g1 f), ovvero I’S-polinomio & riducibile tramite
g o f. Effettuata la riduzione, abbiamo una nuova combinazione lineare pg — qf,
con Deg(p) < Deg(f) e Deg(q) < Deg(g). Come prima, i termini di testa di pg
e ¢f non si possono cancellare, per coprimalita di It(f) e 1t(g). Possiamo iterare
fino a che S(f,g) si & ridotto a 0, e a ogni passo abbiamo sottratto solo multipli
di f e g. Quindi {f, g} & base di Grdébner per (f, g).

O

Le basi di Grébner non sono uniche: se I = (z,y) C K|z, y], con ordinamento
lex, * >y, allora Va € K, h € N G, , = {z + ay",y} & una base di Grébner
per I: infatti, Lt(Gan) = (z,y) = Lt(I). Perd ¢’¢ un’unica base di Groébner
”canonica” per ogni ideale (una volta fissato ’ordinamento!).

Definizione (Base di Grobmer ridotta). Sia I un ideale di A, e fissiamo un
ordinamento monomiale. G = {g1, ..., gs} ¢ una base di Grobner ridotta se:

1. Vi=1,...,s1c(g1) =1 (i g; sono normalizzati);
2. Vi # j t(g:) 1 1t(g;), ovvero {1t(g1),..., 1t(gs)} € un sistema di generatori

minimale;
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3. Vi=1,...,s g; &ridotto rispetto a G\ {g;}.
Se GG soddisfa 1. e 2., allora ¢ detta base di Grobner minimale.

Mostriamo che ogni ideale ammette una base di Grobner ridotta, costruen-
done una esplicitamente: normalizzando i g; e buttando via quelli inutili (che
corrispondono a generatori superflui di Lt(G)), possiamo supporre che G sia
minimale. Iniziamo riducendo g; rispetto a G \ {g1}, ottenendo gi. Poniamo
G1 = G\ {91} U{g1}, poi riduciamo g, rispetto a G; \ {g2}, dando g5. Sia
G2 = G1\ {92} U{g4}, e riduciamo g3 rispetto a G5 \ {g3}, ottenendo g5, e cosi
via. Alla fine si avra una base di Grébner G’ ridotta. Infatti, Vi =1, ..., s 1t(g})
= 1t(g;), quindi G’ & minimale e gli S-polinomi sono rimasti invariati, quindi si
riducono a 0 e G’ & base di Grobner, e anche ridotta. Facciamo vedere 1'unicita:
siano G = {g1,...,9s}, G' = {9},-..,9;} due basi di Grébner ridotte per I. In
quanto G, G’ sono minimali, Lt(G) e Lt(G’) sono sistemi di generatori minimali
per Lt(I), quindi sono uguali. A meno di permutare i g, supponiamo lt(g;) =
1t(g;) per ogni I. Se per assurdo g; — g. # 0, allora ha un leading term, che ¢
diverso da 1t(g;) ed & un monomio di g; o di g}.(...)

Vediamo alcune applicazioni delle basi di Grobner. Per esempio, se I & un
ideale di K[x], vorremmo poter dire se f ¢ un unita in K[x]|/I. Abbiamo che
fe(Kx)|/I)* < Jg:fg=1 mod] < fg=1+41i,iel << (f,I)=
(1). Dunque il problema si riduce a un membership test sull’ideale (f,I), che
sappiamo risolvere algoritmicamente grazie alle basi di Grobner.

Un altro problema & identificare di un rappresentante canonico in K[x]/I.
L’osservazione chiave ¢ che, se G ¢ una base di Grobner per I (fissato un or-

dinamento), la mappa K[x| — K[x|/I, [ — ?G ¢ K-lineare. Infatti, ¢ ben

definita in quanto il resto modulo una base di Grébner € unico. Inoltre, se

—G —G
a,b € K, f,g € K[x], notiamo che [, 3¢ sono ridotti, dunque anche af , bg®

sono ridotti (in quanto a,b sono scalari) e quindi a?‘q + bg® & ridotto: tutti i

suoi monomi sono monomi di ?G o di g%, che non erano divisibili per nessuno
dei Im(g;) per ogni g; € G. Si ha che af’ 4+ bg® & ('unico!) resto di af + by,
ovvero af +bg — a?g +bg%, che ¢ la condizione di linearita. In particolare, ogni
elemento di K[x]/I si scrive come combinazione K-lineare di monomi ridotti,
cio¢ monomi non appartenenti a Lt(G).

Possiamo studiare anche la struttura di K-spazio vettoriale di K[x]/I. Nel-
I'esempio precedente, con I = (x%y+ z, 22 +), possiamo trovare una K-base di
monomi per il quoziente: essa sara costituita dai monomi che non appartengo-
no a Lt(G) = (2%y,xz, zy?,y3). Notiamo che nessuna potenza di z appartiene
a Lt(G), dunque K[x]/I ha dimensione infinita. In generale, K [x]/I ha dimen-
sione finita se e solo se Lt(G) contiene potenze pure di tutte le variabili: infatti,
se 27" € Lt(G) per ogni i = 1,...,n, nella base possono comparire solo monomi
di grado minore o uguale a a; + ... + a, — n, che sono in numero finito. Invece,
se r; ¢ /Lt(G), tutte le potenze di x; sono K-linearmente indipendenti e la
dimensione ¢ infinita.

Osservazione. La base lineare di K[x]/I dipende dalla base di Grobner, e quindi
dall’ordinamento scelto. In realta, persino i rappresentanti ” canonici” di K[x]/I
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dipendono dalla base di Grobner. Ma ovviamente dim g (K[x]/I) non dipende
dall’ordinamento: & sempre lo stesso spazio vettoriale!

Le basi di Grébner sono utili per risolvere sistemi di equazioni polinomiali.
Consideriamo il sistema

r+y=a
22 +y? = a2
23+ = a?

con a € C, e cerchiamo le sue soluzioni complesse. L’ideale
I=(x+y—ax*+y*—a® 2> +9y° —a®) C Clz,y,d

ha base di Grobner G = {z +y —a,y? — ay,a® — a3} (rispetto a lex, z > y > a).
Imponendo che ciascun elemento di G sia uguale a 0 troviamo le soluzioni.
L’ordinamento lex &€ comodo per risolvere sistemi perché gli ultimi elementi della
base di Grébner hanno poche variabili: infatti, un termine in a non puo essere
di testa se non sono eliminate prima la z e la y. Questo metodo di risoluzione
di sistemi & analogo al metodo di eliminazione gaussiana per sistemi lineari.

Definizione. Sia I un ideale di K[z, ..., 2,], e r un intero tra 1 e n.
L’r-esimo ideale di eliminazione di I ¢ I, = I N K[z,41, ..., 2], cloe gli
elementi di [ in cui compaiono solo le ultime n — r variabili. Una definizione
alternativa & la seguente: se f : K[z,y1,...,2,] < Klz1,...,2,] & inclusione
naturale, I,. & la contrazione di I tramite f.

Le basi di Grobner si comportano bene con gli ideali di eliminazione; infatti
vale questa proposizione:

Proposizione 2.8. Sia G una base di Grobner per I rispetto all’ordinamento
lex, con x1 > x9 > ... > x,. Allora G, = G N K[z41, ..., z,] € base di Grobner
per I..

Dimostrazione. Per definizione G, C I,., quindi Lt(G,) C Lt(I,.). Per il conte-
nimento opposto, sia f € I,., vogliamo mostrare che Im(f) € Lt(G,). Usando il
fatto che G & una base di Grébuer, Jg € G : lm(g)|lm(f). Dato che f € I, in
lm(f) possono apparire solo le variabili x,.41, ..., Z,, quindi lo stesso deve valere
per lm(g). Allora in g non possono comparire le variabili z1, ..., z, (perché sca-
valcherebbero Im(g) nell’ordinamento fissato), ossia g € K[x,41, ..., 2, € quindi
g € G,.

O

Vediamo altre applicazioni degli ideali di eliminazione. Possiamo calcolare
I'intersezione di due ideali I e J, infatti vale

InJ=@l,1-tJ)NK[x], (%)
dove (tI,(1 —t)J) & un ideale di KJ[t,x]. A essere piu precisi, consideriamo

Vestensione di I e J a K|[t,x], che gia sappiamo essere I[t] (risp. J]t]).
Dimostriamo (*): se f € I'NJ, & gia in K[x]; inoltre, f = ¢f + (1 —t)f. Il primo
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addendo ¢ in ¢ e il secondo in (1 — t)J. Viceversa, se f € (tI,(1 —t)J) N K[x],
si puo scrivere f =t a;t' + (1 —t) Y b;t?, con a; € I e b; € J. Notiamo che
f € costante in t, quindi possiamo valutarla in qualsiasi ¢ e ottenere sempre f.
Sostituendo t = 0, otteniamo f = by € J. Valutandoint = 1,siha f = > a; € I,
come voluto. Data una base di Grébner G per (tI,(1 — t)J) rispetto a lex,
t >z > ... > x,, per la proposizione precedente Gy = G N K[x] & una base di
Grobner per (¢I,(1—¢)J)NK[x]=1INJ.

Possiamo persino ridurre la divisione di ideali a una serie di intersezioni: se
i

I,J = (g1, ..., gr) sono due ideali, allora abbiamo che I : J = (] I : (g;):
i=1

1=

fel:J < fg€lVi < fe[)I:(g). Inpiu vale che
i=1

1=

I:(g) = §<m<gi>>.

3

Infatti, f € I : (g;) <= fgi € IN(g9:) == [ € é([ﬂ (gi)). Osserviamo che
linsieme a destra dell’'uguale ha senso, in quanto tutti gli elementi di I N (g;)
possono essere divisi per g;. Avendo un algoritmo per il calcolo dell’intersezione,
possiamo anche calcolare la divisione.

Concludiamo con un test di appartenenza al radicale di I: se f € K[x],
allora f € VI < (I,1—tf) = K[t,x]. (Di nuovo, si considera I'estensione di
I, cioé I[t]). Se f € VI, f* €I per qualche n € N, quindi 1 = t"f"+1—t"f"
(I,1—tf). (Ricordiamo che 1 — ™ & multiplo di 1 — u).

n .
Viceversa, scriviamo 1 = Y a;t* + h(1 — tf), a; € I, h € K[t,x]. Valutando
i=0

entrambi i membri in ¢ = % (vedendoli come polinomi in ¢ a coefficienti nelle

n
funzioni razionali in z1, ..., 2,)! si ottiene 1 = 3 ¢ Moltiplicando entrambi i
r

7
n

membri per " otteniamo f* = 3 a;f* ¢ € I, cioe f € V1.
i=0

2.3 Varieta algebriche affini

In questa sezione studieremo ancora l’anello K[z, ..., 2z,], ma da un punto di
vista pitt ”geometrico”, associando a ogni ideale un sottoinsieme dello spazio
affine K™.

Definizione. Sia F C K|z1,...,2,] un insieme di polinomi. La varieta alge-
brica affine associata a F' ¢ l'insieme

V(F)={ae K" | f(a) =0Vf € F}.

Per brevita, nel seguito ci riferiremo alle varieta algebriche affini chiamandole
varieta.

1 £ dovrebbe essere diverso da 0, ma in tal caso & ovvio che f € V/T.
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La varieta associata a F' ¢ dunque 'insieme delle soluzioni di un sistema di
equazioni polinomiali. Notiamo che, se « si annulla in tutti gli elementi di F,
si annulla in una qualunque combinazione lineare finita di elementi di F, quindi
V(F) ¢ anche la varieta associata all’ideale (F'). In particolare, ogni varieta di
K™ ¢ della forma V(I) per qualche ideale I.

Definizione. Sia V una varieta di K”. L’ideale di annullamento di V (o
ideale associato a V') & l'insieme

I(V)=A{pe K[z1,....,2] | p(a) =0V € V}.

E facile verificare che I(V) & un ideale. Quindi K[z1, ..., 2,]/I(V) & un anello,
detto ’anello delle coordinate di V. Indichiamo con Z I’insieme degli ideali di
K[z1,...,2,], e con V linsieme delle varietd di K™. Abbiamo appena definito
due funzioni,

6TV, (1) =V(I), $:V =T, (V) =1(V).
Vediamone alcune proprieta:

1. Se I C J sono ideali, allora V(I) 2 V(J);

2. I CI(V(I));

3. Se V C W sono varieta, allora I(V') 2 I(W);
4. V(I(V)) = V;

5 V(I +.J)=V({I)NV(J);

6. V(IJ) =V(INJ)=V(I)UV(J);

7. V(I) = V(V/I).

Dimostriamo 1, 2, 4, 7.

1. Se a € V(J), allora si annulla in tutti i polinomi di J, che contiene I,
quindi si annulla anche in tutti i polinomi di I, ovvero o € V(I).

2. Se f € I, per definizione di V ogni elemento di V(I) si annulla in f,
dunque f € I(V(I)).

4. Sappiamo che V = V(I) per qulalche ideale I. Per la 2, I C I(V(I)), e per
la1V(I) D VI(V(I))), cioe V 2O V(I(V)). Viceversa, sia a € V. Per definizione
di I(V), o annulla tutti i polinomi di I(V), dunque o € V(I(V)).

7. Poiché I C /1, si ha immediatamente V(\ﬁ) C V(I). Per linclusione
opposta, sia g € VI, cioe g¥ € I. Poiché a € V(I), g*(a) = g(a)F = 0, quindi
gla) = 0 e a € V(v/I). Da queste proprieta si deduce immediatamente che ¢
non ¢ iniettiva (associa la stessa varieta a I e al suo radicale), mentre v lo ¢, e
ha proprio ¢ come inversa sinistra. Se vogliamo avere qualche speranza che ¢ e
1) siano inverse, € necessario restringersi agli ideali radicali.

Definizione. Una varieta V e riducibile se V' = V;UV5,, con V7, V5 sottovarieta
proprie di V. Se V non e riducibile, si dice irriducibile.
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Proposizione 2.9. Una varietd V & irriducibile se e solo se l'ideale I(V) &
primo.

Dimostrazione. ( = ) Supponiamo che V sia irriducibile, e siano f,g tali
che fg € I(V). Osserviamo che possiamo scrivere V. = V3 U V5, con V; =
VNV(f), Vo = VNV(g). Infatti, per le proprieta elencate sopra, V4 U Vy =
VnviMmnHuivnV(g) =vVn(V(fHuV(g)) =V NV(fg). Questa intersezione
& uguale a V se V C V(fg), che & vero in quanto fg € I(V) = (fg) C I(V),
quindi V(fg) 2 V(I(V)) = V. Ma V & irriducibile, percio Vi = VNV(f) =V
oVo=VnV(g) =V = VCV(f)oVCV(g) = LV)DLV(f)>fo
I(V) 2 I(V(g)) g, come voluto.

( <) V & una varieta della forma V(I), per qualche ideale I. Scriviamo
V=V1UV,, con V; =V (1), Vo =V(I3). Quindi abbiamo che

V() =V =Vi UV, = V() UV(Ly) = V(I ]5).

Applicando I otteniamo I(V) = I(V(I)) = I(V(I112)) D I1I2. Poiché, per ipotesi,
I(V) & primo, allora contiene I; o I, dunque V =V(I(V)) CV(I;) =V,
(0 V(I3) = V). Ovviamente V2 Vi3 e V D Vo, quindi V=V, 0o V = V5, che &
la tesi.

0

ATTENZIONE: non & vero in generale che, se I C K{z1,...,2,] € un ideale
primo, la varietd V(I) & irriducibile!

Esempio. Sia K = Z/(2), A = K[z,y], I = (x +y). Osserviamo che I ¢
primo (A/I = Klz]). La varieta V(I) é costituita dai due punti (0,0) e (1,1),
e si decompone in {(0,0)} U{(1,1)} = V(z,y) UV(z — 1,y — 1), quindi V(I) é
riducibile.

Proposizione 2.10. Ogni varieta in K™ & unione finita di varieta irriducibili.

Dimostrazione. Sia ¥ la famiglia dei controesempi (cio¢ delle varieta che non
sono unione finita di irriducibili), e supponiamo per assurdo che non sia vuota.
Vogliamo estrarre un elemento di ¥ minimale per inclusione. ¥ corrisponde a
una famiglia non vuota S di ideali di K[z, ..., 2], e un elemento minimale di ¥
corrisponde a un elemento massimale di S. Poiché K|z, ...,x,] ¢ noetheriano,
esiste un tale elemento massimale, che corrisponde a un elemento W di ¥ mini-
male per inclusione. Per definizione di ¥, W non & unione finita di irriducibili;
in particolare non ¢ essa stessa irriducibile, quindi esistono Wy, Wy C W tali che
W1 U Wy = W. Per minimalita di W, W; e W5 sono unione finita di irriducibili,
e quindi anche W deve essere unione finita di irriducibili, assurdo.

O

Si puo anche dimostrare che ogni varieta ha un’unica scrittura minimale come

E
unione finita di irriducibili (dove per minimale si intende che, se V.= (J V; e
i=1
Vi C V;, possiamo buttare via V; senza cambiare I'unione, e quindi la scrittura
precedente non era minimale).
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Il prossimo obiettivo ¢ di dimostrare il teorema di estensione, che, dato un
ideale I, ci permette di sollevare un punto di una varieta associata al primo
ideale di eliminazione di I a un punto di V(7). Dobbiamo prima sviluppare
un po’ di teoria dei risultanti. Il risultante di due polinomi f, g € utile per
determinare se f e g sono coprimi o no.

Lemma 2.11. Sia A un UFD e siano f,g € A[z] \ {0}. Allora ged(f,g) ¢ A se
e solo se AP, Q € A[z]\ {0} : deg P < deg f, deg @ < degge Pg+Qf =0.

Dimostrazione. ( =) Se ged(f,g9) = h, degh > 1, allora f = hf1, g = hq,
dunque g1 f — fig = 0. Ponendo Q = g1, P = —f1 si ha la tesi.
( <) Per assurdo, sia ged(f,g9) = a € A. Se Q(A) & il campo dei quozienti
di A, allora a € Q(A)* e possiamo applicare I'identita di Bézout in Q(A)[z],
scrivendo Pg+Qf = 1. Moltiplicando per P si ottiene PPg+PQf = P. Usando
il fatto che Pg = —Qf, abbiamo che —PQf + PQf = P, ciod f(PQ — PQ) =P
Ma allora f|P, quindi deg P > deg f, assurdo.
O

Siano f = ag+ar1x+...+amz™, g =bo+bix+...+bz™ € Alx], am,b, # 0.
Vogliamo trovare P, € Alz] come nel lemma. Quindi cerchiamo P = po+pi1x+
it Pmo12™, Q = qo 4.+ gu_12™ ! tali che Pg+Qf = 0. Sicuramente
deg(Pg + Qf) < m +n — 1. Il coefficiente di ™"~ 1 di Pg+ Qf & amqn_1 +
bmpnflv il coefficiente di xm+n—2 e m—1qn—1 + AmQn—2+ bmflpmfl + bmpmf%
e similmente si calcolano gli altri coefficienti. Se (gn_1, - @0, Pm—1,---,D0) " &
il vettore dei coefficienti di P e @, il problema si riduce a risolvere il sistema

lineare

am 0 . 0 b, 0o ... 0
Am—1 QA 0 R bn,1 bn 0 n—1
Am—2 Am—1 Qm o bm—Z bm—l 0 0
: qo _ 0
ag ap o+ ap—1 by by o b Pm=1 :
: 0
0 . ao 0 . bo Po

che ha soluzione non nulla se e solo se il determinante della matrice non si
annulla.

Definizione. Siano f,g € A[z]. La matrice di Sylvester di f e g ¢ la trasposta
della matrice definita sopra, e si indica con Syl(f, g). Il risultante di f e g ¢ il
determinante della matrice di Sylvester: Ris(f, g) = det(Syl(f, g)).

Per il lemma precedente, ged(f, g) ¢ A se e solo se il sistema lineare associato
alla matrice di Sylvester ha una soluzione non nulla, ovvero se il risultante e
0. Se f,g sono come sopra, la matrice di Sylvester & una matrice quadrata
(m 4+ n) x (m 4+ n) costruita cosi: nella prima riga ci sono i coefficienti di f,
a partire dall’entrata in alto a sinistra, nella seconda ci sono i coefficienti di f
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spostati di un posto verso destra, e cosi via fino all’n-esima riga. Nelle ultime m
righe si ripete lo stesso procedimento con i coefficienti di g. Le entrate restanti
sono uguali a 0. Dunque

m Gye1 ag 0 o0
0 A Q1 - * ap

0

st =, et
0 b, by bo

: - - .0

0 0 by, by b

Esempio. Sia f = ax?+bx+c € K|x], a # 0, e troviamo per quali a,b,c f ha
una radice doppia (supponiamo K perfetto). Dal criterio della derivata sappia-
mo che questo corrisponde alla condizione ged(f, f') = 0. f' = 2ax+b ha grado
1, e f ha grado 2, quindi Syl(f,g) é una matrice 3 x 3, conm =2, n=1. La
prima riga contiene i coefficienti di f, le ultime 2 righe hanno i coefficienti di
f'. Dunque

a b ¢
Syl(f,g) =1{2a b O],
0 2a b
e il suo determinante ¢ Ris(f,g) = —a(b® — 4ac), che si annulla se e solo se

b — dac = A si annulla (a # 0), che ¢ l'usuale condizione sul discriminante di
un’equazione quadratica.

Il risultante ha le seguenti proprieta, che sono ereditate da quelle del deter-
minante:

1. Ris(f,g) € A;
2. Ris(g, f) = (—1)4¢ /<8 9Ris(f, 9);
3. Ris(af, g) = a®89Ris(f, g), Ris(f,bg) = (1) Ris(f,g), dove a,b € A.

Proposizione 2.12. Siano f,g € A[z] \ {0}. Allora esistono P,Q € Alx] con
deg P < deg f, deg@Q < degg, e Ris(f,g) = Pg+ Qf.

Dimostrazione. Per ogni i = 1,...,m + n, sommiamo all’ultima colonna della
matrice di Sylvester la colonna i-esima moltiplicata per ™", operazione che
non cambia il determinante; I'ultima colonna sara (z"~'f,..., f,2™ 1g,...,g)T.
Sviluppando il determinante lungo tale colonna e separando i contributi di f e
di g si ha che il risultante ¢ della forma Qf + Pg, con deg Q@ < n = deg g (dato
che nella nuova matrice compare al pitt z"~1 f) e similmente deg P < m = deg f.

O
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Lemma 2.13. Siano f,g € K[21,...,z], [ =a0+ a12y + ... + apmz!?,
g="bo+bix, +...+bzl, conglia;ei bj in K[z1,...,2n,—1]. Sia f € K" 1 tale
che:

1. am(B) # 0 (ovvero f(B,x,) ha grado m in z,);
2. g(B,zn) # 0, con | —r = deg(g(B,z,)) (cioe bj_,.11(8) = ... = b(B) =
0, bi—(B) #0).

Allora Ris;, (f,9)(8) = am(B) Risy, (f(8,2n),9(8,2,)). In altre parole, ”il
risultante valutato in 8 ¢ il risultante dei polinomi valutati”.

Dimostrazione. (Ris,, (f,g))(8) & il determinante della matrice

am(B) -+ ao(B) 0

0 am(ﬁ) . aO(ﬁ)
bl(ﬁ) bO(ﬁ) 0

0 bi(B) bo ()

Se b;(B) # 0, allora r = 0 e notiamo che la matrice di sopra ¢ proprio

Syl., (f(B,2n),9(8,2n)), il cui determinante &, per definizione,

Risg, (f(B,2n),9(8,2,)). La formula & dunque verificata in questo caso. Se
bi(8) = 0, sviluppando lungo la prima colonna si ha (Ris,, (f,9))(8) = am(5)
per il determinante di una matrice simile alla precedente, ma che ha b;_1(5)
nella prima colonna. Ripetendo 7 volte si ottiene (Ris,, (f, 9))(8) = am(8)" per
il determinante di una matrice con b;_,(8) # 0 nella sua prima colonna, che ¢
proprio la matrice di Sylvester di f e g valutata in 3, ovvero

(Risg, (f,9))(B) = am(B) " Risy, (f (B, 2n), 9(B, zn)), come voluto.

Possiamo finalmente dimostrare il teorema di estensione:

Teorema 2.14 (di estensione delle soluzioni). Sia K un campo algebricamente
chiuso, ovvero K = K, sia I = (fi,..., fs) un ideale proprio di K[z1,...,2y],
e indichiamo con Iy = I N K|z, ...,x,] il primo ideale di eliminazione di I.
Scriviamo f; = ¢; (g, ...,xn)zY + f/, con f! la coda di f; (abbiamo isolato il
termine di grado pitt alto in x1). Sia 8 € V(I;) € K" . Se 8 ¢ V(ey, ..., cs),
allora Jo € K tale che (a, 8) € V(I).

Dimostrazione. Poiché 3 ¢ V(ci,...,cs), Fi: ¢;(B) # 0. Allora deg, (fi) = N; #
0. Se cosi non fosse, f; sarebbe costante in x1, ossia f; = ¢;(xa, ..., x,), quindi
fi € INKlxg,...,z,] = I;. Ma 8 € V(I1), quindi ¢;(8) = 0, contraddizione.
Consideriamo ¢ : K[z1,...,2,] — K[z1],o(f) = f(x1,8). ¢ & un omomorfi-
smo surgettivo, percid I° = ¢(I) = (g(x1)), in quanto Kz1] & un PID. Sia
g € Klz1,....,xn] : ©(9) = g(x1,8) = g(x1). Allora & sufficiente mostrare che
g(z1,8) non & costante. Infatti, in tal caso avrebbe una radice «, essendo
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K algebricamente chiuso. Quindi g(a) = g(a, 8) = 0. Dato f € I, ¢(f) =
f(z1,8) € (9) = f(z1,8) = g(z1)h(z1) = f(,B) = 0. Dunque (q, 3) si
annulla in tutti i polinomi di I, cioé sta in V(I). Osserviamo che f;, g € I, quindi
Risg, (fi,g9) € I1. Ma 8 € V(I), ovvero (Risg, (fi,9))(8) = 0. Notiamo inoltre
che ¢;(B) # 0 e g(x1,8) # 0 (se fosse 0, tutti gli @ in K sarebbero radici di g e
avremmo finito). Siamo nelle ipotesi del lemma precedente, che implica (usan-
do la notazione di prima) 0=(Ris., (fi, 9))(8) = ¢;(B) " Risz, (fi(z1,B), g(x1,B)).
Dunque deve essere Ris, (fi(z1, ), g(x1,8)) = 0, cioé ged(f1, g) non & costante,
e poiché K = K, f; e g hanno una radice in comune. In particolare g ha una
radice, e non puo essere costante.

O

Osservazione. Un caso semplice in cui il teorema di estensione vale sicuramente
¢ quando uno dei ¢; & costante (non nullo): infatti, in tal caso V(ey,...,cs) =
V(1) = 0.

Ora abbiamo quasi tutti gli ingredienti necessari per dimostrare il famoso
teorema degli zeri di Hilbert (Nullstellensatz). Ci serve un ultimo lemma:

Lemma 2.15. Sia K un campo infinito, f € K[z, ..., x,] un polinomio di grado
totale N > 1. Allora esistono das, ...,d, € K, d € K* tali che

@ K[Z‘l, "'7xn] — K[y17 -"7yn]7 T1 > Y1, Ti=> Y + diyh 2 S 1 S n,
esteso a un isomorfismo di anelli, manda f(z1,...,2,) in

e(f) = dyi + f'(y1s s yn),
con deg, (f') < N.

Dimostrazione. Scriviamo f = fy + ... + f1 + fo, con f; omogeneo? di grado i.
Osserviamo che

ot ayr) = @) (@)™ = i (2 + doy1)™ . (yn + dnyr) ™.

Inoltre ¢(f) = o(fn) + ... + ¢(fo), e ¢(fm) ha grado m. Dunque il termine di
grado piu alto (N) in y; proviene da o(fn) = fn(y1,y2 +day1, ooy Yn + dny1) =
yN fn(1,da,....d,) + f', con deg(f’) < N. Per concludere basta mostrare che
d = fn(1,ds,...,d,) # 0 per qualche scelta di da, ..., d,. Questo & vero in quanto
In(xr, ey xn) = x{VfN(l,%,...,%) # 0 (poiché deg f = N), ed essendo K
infinito non puo annullarsi per ogni (ds, ..., d,).

O

Notiamo che il lemma si applica al teorema degli zeri, che richiede che K sia
algebricamente chiuso, e in particolare infinito.

Teorema 2.16 (Nullstellensatz debole). Sia I un ideale di K[z1,...,2,], con
K = K. Allora V(I) = 0 se e solo se I = (1).

2Un polinomio f € R[z1,...,xn] si dice omogeneo di grado m se & combinazione R-lineare
di monomi di grado m, o, in alternativa, se vale f(tx1,...,txn) =t™ f(z1,...,Tn).
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Dimostrazione. Ovviamente V(1) = (). Dimostriamo I'implicazione opposta per
induzione su n.

Passo base, n = 1: A = K[z] & un PID, quindi I = (f) e V(I) & 'insieme
delle radici di f, che ¢ vuoto se e solo se f € costante e non nullo, essendo
K=K.

Passo induttivo, n — 1 = n: Sia I = (f1,...,fs). Se f1 € K*,I = (1).
Altrimenti, per il lemma precedente esiste ¢ tale che ¢(f1) = dy¥ +f’, deg(f’) <
N. ¢ & un isomorfismo, quindi ¢(I) & un ideale di K[y, ..., yn] che contiene ¢(f1).
Poiché V(I) & vuota, anche V(p(I)) & vuota, in quanto ¢ & un isomorfismo. Ma il
coefficiente di grado massimo in y; di f; € una costante, d, quindi, per il teorema
di estensione, si deve avere V(o(I);) = 0 (altrimenti potremmo sollevare un
punto di V(¢(I)1) a un punto di V(p(I))). V(e(I);) & una varietd in K"71,
dunque per ipotesi induttiva si ha ¢(I); = (1), e chiaramente anche ¢(I) = (1)
el=(1).

O

Richiamiamo il test di appartenenza al radicale: dato f € Klxq,...,x,] e I
un ideale, f € VI <= (I,1—tf) = (1) = K[t,x1, ..., 2p].

Teorema 2.17 (Nullstellensatz forte). Sia I un ideale di Klx1,...,7,], con
K =K. Allora I(V(I)) = V1.

Dimostrazione. (2) Dalle proprieta di I e V abbiamo +/T C I(V(\/T) = I(V(I)).

(C) Sia f € I(V(I)). Per mostrare che f € /I, usiamo il test di appartenenza
al radicale: dobbiamo dunque far vedere che (I,1—tf) = (1) C K[t,z1, ..., %n).
Per il Nullstellensatz debole, questo & equivalente a mostrare che V(I,1—tf) = (.
Sia o € K" con a = (b,3), b€ K, B € K". Si danno due casi:

L8 €YD poiché £ €ICVD), S(5) =0, i (1=1)(e) =1 -/ =
1#0.

2.8 ¢ V(I) :allora 3g € I : g(f) # 0. I & contenuto in (I,1 —¢f) e
g(a) = g(B) # 0 (g & costante in t).

In entrambi i casi a non appartiene a V(I,1 — tf), che & quindi vuota.
O

Ovviamente il nome suggerisce che la forma forte del teorema degli zeri
implica la forma debole: infatti, se V(I) = 0, VI = I(V(I)) = I(§) = (1),
quindi I = (1).

Vediamo alcune conseguenze del Nullstellensatz. Una delle piti importanti e
la corrispondenza biunivoca tra ideali radicali e varieta: infatti I(V(1)) = /T =
I, V(I(V)) = V (la seconda & sempre valida), e in questo caso I e V sono una
Iinversa dell’altra. Un’altra conseguenza e la corrispondenza tra punti di K™
e ideali massimali di K[z, ..., z,]. Innanzitutto notiamo che {a} ¢ una varieta
con ideale di annullamento (1 — a1, ..., &, — a, ), dove @ = (ay, ..., a,): infatti «
chiaramente annulla x;—a; per ogni 4, ma non I'intero anello, in quanto V(1) = (.
Poiché (1 — aq,...,z, — a,) & massimale, deve essere 'ideale di annullamento
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di {a}, che indicheremo con m,,. Inoltre nessun altro punto si annulla in tutti i
generatori di m,,, quindi la varieta associata e costituita dal solo «, che &€ dunque
una varieta. Se aggiungiamo l'ipotesi che K sia algebricamente chiuso, allora
tutti gli ideali massimali di Kz, ..., 2,] sono della forma (z1 — a1, ..., Zn — ay).
Infatti, se m & massimale, & proprio, quindi per il Nullstellensatz debole V(m) #
(. Sia & € V(m). Allora m,, = I(ar) 2 I(V(m)) = /m = m, dove abbiamo usato
il Nullstellensatz forte. Per massimalita di m si ottiene m = m,,.

Teorema 2.18. Sia I un ideale di K[z1,...,2,], con K = K. Fissiamo un ordi-
namento monomiale < e una base di Grobner G. Allora sono fatti equivalenti:

1. [V(I)| < oo
2. Vi=1,..,n 3¢, € G:1lm(g;) = x;* per qualche ¢; € N;

Dimostrazione. (1 = 2) Se |[V(I)] =0, I = (1), quindi 1 € G e possiamo

prendere ¢; = 0 per ogni i. Se V(I) = {a, ..., a5}, o = (aj1, ..., ajn), per ogni i

sia fi(z;) = ] (z; — aj;). Osserviamo che f; ¢ un polinomio nella sola variabile
j=1

x;. Per definizione f; si annulla in ogni v, quindi f; € I(V(I)) = VI = fle

I. Tl suo monomio di testa sara allora 2% € Lt(I) = Lt(G). Quindi 3g; € G :

Im(g;)|z5% = Im(g;) = ¢ per qualche ¢; < sd;.

(2 = 3) Gia visto.

(3 = 1) Siad = dimg A/I < co. Allora per ogni i I'insieme {1, 77, ..., 7;¢}
¢ linearmente dipendente, cioe bg+b17; + ... + byz;% = 0. Sollevando la relazione
all'anello K[x1, ..., x,] si ha bg+byx;+...+bgxd € INK[z;]. Se a = (ay, ..., an) €
V(I), a; deve essere una radice di un polinomio di grado d per ogni 4, quindi la

varietd associata e finita (e ha al pitt d™ elementi).
O

Proposizione 2.19. Supponiamo che K sia un campo algebricamente chiuso
e che I sia un ideale radicale di A = K{[z1,...,x,] con |[V(I)|] < co. Allora I ¢
un ideale 0-dimensionale (cio¢ la dimensione di Krull di A/ ¢ 0), A/I & somma
diretta finita di campi e dimg A/T = |[V(I)|.

Dimostrazione. ”I & un ideale O-dimensionale” significa ”tutti gli ideali primi di
A/I sono massimali”, che & equivalente a dire che tutti i primi di A contenenti
I sono massimali. Sia V(I) = {ay,...,as}. Per il Nullbtellenbatz e il fatto che

I ¢ radicale, I = I(V(I)) = I({o,...,a5}) = ﬂ I{as}) = ﬂ Mgy,. Sia P

un primo di A contenente I. Poiché P contiene 1’1ntersez10ne degh mg,, deve
contenere un qualche m,,, che ¢ massimale, dunque si deve avere I'uguaglianza
e P ¢ massimale. Inoltre gli mg, bOIlO comassunah quindi per il teorema cinese

del resto A/I = A/ ﬂ m,, = A/ H mg, = H A/m,, = K°. In particolare
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A/I ¢ isomorfo a K* anche come K-spazio vettoriale, dunque ha dimensione
s = [V(I)].
O

Osserviamo che se R ¢ un anello noetheriano e I & un suo ideale, anche R/T
¢ noetheriano, poiché (per esempio) ogni catena ascendente di ideali di R/I
corrisponde a una catena ascendente di ideali di R e deve dunque stabilizzarsi.
Sappiamo che A = K[x1, ..., 7, & noetheriano, dunque, se I & radicalee K = K,
A/I & noetheriano di dimensione 0. Inoltre abbiamo dimostrato che & una
somma, diretta finita di campi, che sono anelli noetheriani locali O-dimensionali.
Mostreremo in seguito che questo fatto vale per tutti gli anelli noetheriani 0-
dimensionali.? Un’ultima conseguenza del teorema degli zeri & che, se K ¢
algebricamente chiuso, Min(I), l'insieme dei primi minimali che contengono I,
¢ finito. Infatti, consideriamo la varieta associata V(I) e la sua decomposizione
minimale (che & unica) in irriducibili, V(I) = V(I;) U ... U V(Z,). Allora T =
V() = I(V1) N ... N I(V;), dove I(V;) & primo in quanto V; ¢ irriducibile,
ma sappiamo anche che /T = (| p, quindi Min(7) & esattamente I'insieme

pEMin(I)

dei primi associati alle componenti irriducibili di V(I): questo perché un altro
elemento di Min([/) corrisponderebbe a un’altra componente irriducibile di V(I),
violando 1'unicita della decomposizione.

ATTENZIONE: in generale, se p & primo, V(p) non & necessariamente irri-
ducibile (abbiamo gia visto un esempio). Ma se K = K, per il Nullstellensatz
p=+/p=LV(p)), quindi V(p) & irriducibile.

3Noti anche come anelli artiniani.
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3 Moduli

3.1 Prime definizioni e proprieta

Definizione (A-modulo). Sia A un anello e M un gruppo abeliano. M & un
A-modulo se 3 -: A x M — M (detto prodotto per scalari) tale che:

eVac A mi,my€ Ma-(mi+m2)=a-mi+a-mg;
e Vabc A, meM (a+b)-m=a-m+b-m;

e Va,be A, me Ma-(b-m)=(ab) -m;
eVmeM1l-m=m.

Notazione: indichiamo con + l'operazione in M come gruppo abeliano, e
con 0 la sua identita rispetto a +.

Attenzione a non confondere il prodotto per scalari con il prodotto nell’a-
nello: nell’espressione a - (b-m) = (ab) - m, a sinistra bm indica I’azione di b sul
modulo M, a destra ab ¢ il prodotto nell’anello A.

Vediamo alcuni esempi di moduli:

e Se K & un campo, ogni spazio vettoriale V su K & un K-modulo: infatti
la definizione di modulo ricalca quella di spazio vettoriale.

e Ogni anello A ¢ un A-modulo, dove il prodotto per scalari ¢ semplicemente
la moltiplicazione nell’anello. Piu in generale, ogni ideale di A ¢ un A-
modulo, con il prodotto per scalari che coincide con il prodotto nell’anello.
Cio si deve alla proprieta di assorbimento degli ideali.

e Sia f: A — B un omomorfismo di anelli. L’azione
-t Ax B — B, (a,b) — f(a)b

definisce una struttura di A-modulo su B (si verifica facilmente con le
proprieta di f). Questa operazione & anche detta restrizione tramite f, in
quanto stiamo restringendo ’anello degli scalari da B al suo sottoanello

f(A).

e Ogni gruppo abeliano ha automaticamente una struttura di Z-modulo,
dove +nx = £ (x +---+ ), con n € N.
—_———

n volte

Definizione (Sottomodulo). Sia M un A-modulo. N C M & un A-sottomodulo
di M se e un sottogruppo di M chiuso rispetto al prodotto per scalari.

Esempi:
e {0} & sottomodulo (banale) di qualsiasi modulo M.

e Gli ideali di un anello A sono sottomoduli dell’A-modulo A.
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e Sia f : A — B un omomorfismo di anelli. Allora f(A) con la restrizione
degli scalari € un A-sottomodulo dell’A-modulo B. Infatti, Va,c € A

a- f(c) = f(a)f(c) = f(ac) € f(A).
e Se M & un A-modulo e I ¢ un ideale di A,

IM:{Zajmj |a; €I, mj € M}

¢ un sottomodulo di M (come sempre le somme che definiscono gli elementi
di IM sono finite).

Proviamo ora a definire i quozienti di moduli. Se M & un A-modulo e N un suo
sottomodulo, sappiamo che M /N & un gruppo abeliano ben definito. Definiamo
-t Ax M/N — M/N, (a,m) — am. Questa mappa ¢ ben definita in quanto,
se m,m’ rappresentano lo stesso elemento di M/N, m —m’ € N e quindi
alm —m') = am —am/ € N dato che N & un sottomodulo. Dunque anche
am, am’ rappresentano lo stesso elemento di M/N. E facile verificare che si ha
effettivamente una struttura di A-modulo su M/N.

Esempio. Sia M un A-modulo e I un ideale di A. Allora M/IM é un A-
modulo. Notiamo pero che Vi € I, m € M/IM im = im = 0. Quindi possiamo
dotare M/IM di una struttura di A/I-modulo, con @-m = am. Tale struttura
si puo vedere anche come quella indotta per restrizione dalla proiezione w: A —

AL

Definizione. Sia M un A-modulo e L, N sottomoduli di M. Allora definiamo
L:N={a€A|aN CL} CA.

L : N ¢ un ideale di A : infatti, 0 € L : N ed & chiuso per somma e
prodotto esterno, poiché N & un sottomodulo. Il caso piu interessante ¢ quello
incui L =0.0: N =Anny (V) ¢ detto 'annullatore di N in A. Similmente
all’esempio appena visto, ogni A-modulo N ha una struttura di A/I-modulo per
ogni ideale I C Ann(N).

Se {My, | h € H} & una famiglia di A-moduli, (| M} ¢ un A-modulo.

heH
Possiamo anche definire

ZMhZ {th | mp EMh}

(le somme sono ovviamente finite), e anche questo ¢ un A-modulo. Sia m €
M, M un A-modulo. L’A-sottomodulo generato da m & Am = (m)y =
{am | a € A}. In generale, se {m), | h € H} C M, I’A-sottomodulo genera-
to dagli mp & (mp, | h € Hya = {d>_apmy | ap € A} (somme finite). Bisogna
fare attenzione all’anello degli scalari sul quale generiamo il modulo. Per esem-
pio, I’A-modulo generato dalla variabile x € I'insieme dei polinomi di grado 1
con termine noto nullo (o il polinomio 0). Ma I’A[z]-modulo generato da x &
fatto da prodotti di x per polinomi in x, ovvero polinomi con termine noto nullo.
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Definizione (Modulo finitamente generato). Sia M un A-modulo. Se esi-
stono my,...,m, € M tali che M = (my,...,my,)a, allora M & un A-modulo
finitamente generato (f.g.).

Per esempio, A[z] non & un A-modulo finitamente generato: qualsiasi insieme
finito di generatori my, ..., m, permetterebbe di ottenere solo polinomi di grado
al pitt pari al massimo dei gradi degli m;. Ma A[z] ¢ f.g. come A[z]-modulo:
un insieme di generatori & dato dal solo {1}. In generale, ogni anello A & un
A-modulo f.g., generato dall’elemento 1.

Un esempio classico e il seguente: Q non e finitamente generato come Z-
modulo. Infatti, (3, ..., 3*)z pud contenere solo frazioni con denominatori che
dividono il massimo comun divisore dei b;.

Ovviamente & possibile definire gli omomorfismi di moduli. Se M, N sono

due A-moduli, f: M — N & un omomorfismo di A-moduli se
e & un omomorfismo di gruppi abeliani: Yo,y € M f(z +y) = f(z) + f(y);
eVac A zeM flax) = af(z).

La definizione ¢ del tutto analoga a quella di applicazione lineare tra spazi vet-
toriali: infatti, un omomorfismo di A-moduli si dice anche "mappa A-lineare”.

Esempio. Fissato a € A, f: A — A, b — ab é un omomorfismo di A-
moduli (cio & equivalente alle proprieta distributiva e associativa del prodotto
nell’anello). f pero non é un omomorfismo di anelli.

Vediamo un esempio un po’ piu complicato. Consideriamo la valutazione
ina, p: Alz] = A, o(f(z)) = f(a). Questo & un omomorfismo di A-moduli:
ebf(x)) = (bf)(a) =bf(a) = bp(f(x)). Perod lo si puo vedere anche come omo-
morfismo di A[x]-moduli. Innanzitutto, notiamo che, essendo ¢ un omomorfi-
smo di anelli, esso induce una struttura di A[z]-modulo su A tramite restrizione
di scalari: f(z) - b = f(a)b. Inoltre, p(f(z)g(x)) = f(a)g(a) = f(z) - p(g(x))-
Dunque ogni elemento di A induce una struttura di A[z]-modulo su A.

ATTENZIONE! Consideriamo Z come Z[z]-modulo. Come detto sopra, sap-
piamo che possiamo indurre questa struttura tramite la valutazione in a € Z. Di
certo, Z[z]/(x) e Z sono isomorfi come gruppi abeliani (e persino come anelli),
ma non necessariamente come Z[z]-moduli: questo dipende dalla scelta di a.
Se Z[x]/(v) = Z come Z[x]-moduli, allora x € Anng,)(Z), cio¢ x-n = an = 0
per ogni n € Z. Dunque deve essere a = 0. Similmente, Z[z]/(x — 5) = Z come
gruppi abeliani, ma lo sono come Z[z]-moduli solo se a = 5. Inoltre notiamo
che My = Z[z]/(z) e My = Z[x]/(x — 5) sono entrambi isomorfi a Z come Z[x]-
moduli, ma NON sono isomorfi tra loro! Infatti I’annullatore di M; contiene =,
ma non x — 5, e 'annullatore di My contiene x — 5, ma non x. Questo ha senso
in quanto nei due casi l’azione di Z[z] su Z era diversa.

E facile verificare che valgono gli usuali teoremi di omomorfismo, i cui
enunciati sono del tutto analoghi a quelli per i gruppi e per gli anelli.

Se M = (s)a, f: M — N & univocamente determinato dall’immagine di s:
infatti, f(as) = af(s). In particolare f : A — M ¢ determinato dall’immagine
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di 1, che genera A come A-modulo. La mappa f: A — As = (s)a, f(a) = as
non € un isomorfismo di A—moduli: & surgettiva per definizione di As, ma
ker f =Ann(s). Per i soliti teoremi di isomorfismo si ha As = A/Ann(s). Come
per gli omomorfismi di gruppi e di anelli, possiamo definire il nucleo e I'immagine
nel modo consueto, e nucleo e immagine sono sottomoduli dei moduli in cui
vivono. Se f: M — N & un omomorfismo di A-moduli, possiamo definire un
ulteriore oggetto che non era ben definito negli altri casi, il conucleo:

coker f = N/Im f. Il conucleo misura quanto & lontana f dall’essere surgettiva,
cosi come il nucleo misura quanto e lontana f dall’essere iniettiva.

Un altro esempio interessante di modulo ¢ l'insieme degli omomorfismi tra
due A-moduli M, N, indicato con Hom 4 (M, N). Dati f,g € Homa(M,N), a €
A, poniamo (f+g)(m) = f(m)+g(m), (af)(m) = af(m). Si verifica facilmente
che con queste operazioni Hom4 (M, N) & un A-modulo. Se N = M si parla di
endomorfismi di M, denotati con End4(M).

Mostriamo che Hom 4 (A4, M) = M. Ogni omomorfismo da A in M & determi-
nato dall’immagine di 1; quindi A : M — Homa (A, M), m = @, ©m(l) =m
& surgettiva, ed & lineare: @umipn(l) = am + bn = apm(1l) + b, (1). Infine,
meEker\ = ¢, =0 = m =0, quindi A & un isomorfismo.

Un altro risultato utile ¢ il seguente: Homa(A/I, A/J) = (J : I)/J. Infatti,
¢ A/ — A/J ¢ determinata dallimmagine di 1. Se ¢(1) = @, si deve
avere che (i) = ia = 0, cio¢ ia € J Vi € I, cio¢ a € J : I. C’& quindi una
mappa surgettiva A : J : I — Homu(A/I,A/J), a — ¢4, ©(1) = a. Inoltre
a€ker\ < ¢,(1)=a=0 <= a € J. Peril primo teorema di isomorfismo
Homyu(A/I,A/J) = (J:1)/J.

3.2 Moduli liberi

Dall’algebra lineare sappiamo che ogni spazio vettoriale ammette una base,
quindi ci chiediamo se lo stesso vale per i moduli.

Definizione. Sia M un A-modulo e S un sottoinsieme di M.
e S ¢ un sistema di generatori di M se M = (S) 4;

e M e finitamente generato se ammette un sistema di generatori S finito
(se M & generato da un unico elemento, si dice ciclico);

e un sistema di generatori S ¢ minimale se Vs € S (S\ {s})a T M;

e S ¢ libero se ¢ formato da elementi linearmente indipendenti (cioé ogni
combinazione lineare nulla di elementi di S a coefficienti in A deve avere
tutti i coefficienti nulli);

e un insieme libero S & massimale se Vm ¢ S S U {m} non & libero.

Definizione (Modulo libero). Sia M un A-modulo. M & un modulo libero se
ammette un sistema di generatori libero .S, che in tal caso & detta base di M.
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Ogni modulo su un campo K & libero, dato che ogni spazio vettoriale am-
mette una base (la definizione di base che abbiamo dato per i moduli ¢ la stessa
che ¢ data per spazi vettoriali). Altri esempi di moduli liberi sono quelli della
forma A™, che hanno una base della forma {e; | ¢ = 1,...,n}, la solita ”base
canonica” di vettori con 1 all’entrata i-esima e 0 altrove. Non tutti i moduli,
perd, sono liberi. Per esempio, Z/(n)(n # 0) & ovviamente uno Z/(n)-modulo
libero, ma non & libero come Z-modulo: infatti, qualsiasi x € Z/(n) & tale che
nx = 0, dunque non ci sono sottoinsiemi liberi.

Nel caso dei moduli liberi, pero, vale ancora il risultato che ogni base ha
la stessa cardinalita. Quindi possiamo definire il rango di un modulo libero M
come la cardinalita di una qualunque base di M: esso si indica con rank M.

Proposizione 3.1. Sia M un A-modulo libero. Allora tutte le sue basi hanno
la stessa cardinalita.

Dimostrazione. Sappiamo dall’algebra lineare che questo risultato & vero se A
¢ un campo. Siano S,S’ basi di M, e sia m un ideale massimale di A. Consi-
deriamo il modulo M/mM: esso ha una struttura di A/m-modulo, ma A/m &
un campo, ovvero M/mM & un A/m-spazio vettoriale. Ci basta mostrare che
S,S’, le immagini di S, S’ tramite la proiezione al quoziente, sono basi dello
spazio vettoriale M /mM: in tal caso avrebbero la stessa cardinalitd, e quindi
anche |S| = |S’], poiché, se due elementi di S (S’) avessero la stessa immagine
in S (S7), S (S7) non sarebbe un insieme linearmente indipendenti (conterreb-
be lo stesso elemento pitt di una volta). Dunque ¢ sufficiente mostrare che la
proiezione S di una base S al quoziente & base del modulo quoziente M /mM.

e S genera M/mM: Ym € M m = Y a;s;, a; € A, s; € S, quindi m =
> ais; = . @ - 5, con gli 5 che appartengono a S, come voluto.

e S ¢ linearmente indipendente: supponiamo che 0 = Y. @; -5 = > a;s;.
Vogliamo mostrare che Vi a; = 0. Si ha che )" a;s; € mM, cioe > a;s; =
> cjmy, ¢; €m, m; € M. Poiché S genera M, scriviamo m; = Y d;;s;;
si ha allora ) ¢;m; = ch(z d;ijs;) = chdijsi. Osserviamo che tutti i

j i ij
coefficienti degli s; in questa seconda scrittura sono in m, in quanto i ¢;

sono in m. Per semplificare la notazione, chiamiamo tali coefficienti r; € m.
Abbiamo quindi a;s; =Y ;8 = 0= > (a;—r;)s;. Essendo S libero,
Via; —r; =0 = a; =7; €m. Dunque in A/m @; = 0 per ogni i.

O
Sappiamo che per un K-spazio vettoriale V e B, B’ C V valgono le seguenti:

1. B & base di V se e solo se ogni elemento di V' ha un’unica scrittura come
combinazione lineare di elementi di B;

2. se B, B’ sono sistemi di generatori minimali di V, hanno la stessa cardi-
nalita;
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3. se B & un insieme linearmente indipendente (o libero) massimale di V,
allora ¢ una base;

4. se B & un sistema di generatori minimale di V, allora & una base;

5. se V ha dimensione finita e W & un sottospazio di V, allora W ha dimen-
sione finita;

6. ogni sottospazio W di V ammette una base.

Se M ¢ un A-modulo libero e S una sua base, ci chiediamo se valgono risultati
analoghi.

La 1 e vera: se m = >, a;8; = ».b;8;, 0= (a; — b;)s;. Poiché S & una
base, Via;—b; =0 = a; = b,.

Tutte le altre sono false. Vediamo dei controesempi:

2. Prendiamo A =7, M =7, S, = {1}, S = {2,3}. 1 genera Z, cosi come
2e3,in quanto 3—2 =1 e 1 genera Z. Ma 2 o 3 non possono generare Z da soli.
Quindi S7, S5 sono sistemi di generatori minimali con cardinalita differenti.

3. Prendiamo A =Z, M =Z, S = {2}. 2 & un elemento libero, ma {2,n}
non ¢ libero per ogni n # 2, per la relazione n -2 — 2 -n = 0, ovvero 2 & un
insieme libero massimale, che perd non genera Z.

4. Prendiamo A = Z, M =Z, S = {2,3}. S & un sistema di generatori
minimale (visto in 2.), ma non & libero (visto in 3.).

5. Un controesempio si ottiene prendendo come A un anello non noetheriano
(e.g. Klz1,22,...]), come M lo stesso A, che ¢ generato dal solo 1, e come
sottomodulo N di M un ideale di A non finitamente generato (e.g. (z1, z2,...)).

6. Sia A=7/(6), M =7/(6), N = (2): M & chiaramente un A-modulo libe-
ro, ma (2) non lo &: infatti 3 € Ann(2), quindi non ci sono elementi linearmente
indipendenti.

Definizione (Somma e prodotto diretto). Sia {Mp}nhen una famiglia di A-

moduli. La somma diretta degli M}, indicata con @ My, & Uinsieme delle
heH
stringhe (mp)neq tali che al pitt un numero finito di my, ¢ diverso da 0.

Il prodotto diretto degli M}, denotato da [][ Mj, &, come insieme, il
heH
prodotto cartesiano degli M}, (come la somma diretta, ma senza la restrizione

sul numero di elementi diversi da 0).
Sia la somma che il prodotto per scalari sono effettuate componente per
componente.

Entrambi sono effettivamente degli A-moduli: le proprieta da verificare di-
scendono dalla struttura di A-modulo degli Mj},. Inoltre la somma diretta degli
My, € un sottomodulo del prodotto diretto degli My, e coincidono se H € un
insieme finito.

Esempio. Sia S un insieme. Definiamo A% = @ A. A® ¢ un modulo libero
seS
con base formata da {es | s € S}. es ha zeri dappertutto tranne che un 1 alla

posizione S.
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Se M = (S) 4, possiamo definire una mappa f : A% — M, e, ~ s, estesa
per linearita. f & surgettiva in quanto I'immagine contiene un insieme di gene-
ratori di M, e dunque tutto M. Quindi M = A%/ ker(f), ovvero ogni A-modulo
¢ quoziente di un A-modulo libero. Il nucleo di f da le relazioni tra i generatori
di M.

Proposizione 3.2. Sia M un A-modulo ed S un insieme di generatori di M.
S ¢ libero se e solo se per ogni A-modulo N e per ogni funzione f: S — N,
31f + M —s N omomorfismo di A-moduli tale che f|s = f. In particolare, &
sempre possibile definire un omomorfismo su una base di un modulo libero M
ed estenderlo per linearita a tutto M.

Dimostrazione. (=) Data f : S —s N, se f deve essere un omomorfismo che
estende f, allora, preso m € M, m = ) a;s;, a; € A, s; € S, quindi f( ) =
F aisi) = Zal (si) =>_a;f(s;). Dunque f & univocamente determinato da
f- Inoltre questa definizione di f da effettivamente un omomorfismo, perché la
scrittura di m come combinazione lineare degli s; € unica in quanto S & libero.
(<= )Sia N=A% esia f:S5 — A% s e,. Per ipotesi f si estende a

un omomorfismo f: M —» AS. f e surgettivo poiché i umnaglne di f contiene
tutti gli e,, che generano A°. Inoltre, se m = Y a;s; € ker(f £), 0= F(X ais;) = =

Sraif(s;) = azes,. Poiché AS ¢ libero, si deve avere a; = 0 Vz cioe m=0. f
& anche iniettiva, quindi un isomorfismo, che implica che anche M ¢ libero.

O

Esempio. Sia A un anello e x un’indeterminata. Per ogni i € N definiamo
M; = (2')a. Ciascun M; si immerge in Alz], e in realta @ M; = Alz] (i
ieN

polinomi hanno solo un numero finito di coefficienti diversi da 0). Invece A[[z]]
si proietta su ciascun M; nel sequente modo: > an,z™ — a;x;. E in effetti
1 M; = Alla]].
ieN

Piu in generale, dati degli A-moduli My, N, e mappe fp, : M — N,
Af . @M, — N tale che Vh f oip = fp, dove i; ¢ linclusione di My,
nella somma diretta: questa € nota come la proprieta universale della somma
diretta. Una proprieta simile vale per il prodotto diretto, ma con tutte le frecce
invertite: date gp : N — My, 3lg: N — [[ M}, tale che 7, 0 g = gp,, dove 7y,
¢ la proiezione su Mj,.

Dimostriamo, per esempio, la proprieta universale della somma diretta. Os-
serviamo che, se f soddisfa la proprieta voluta, e m = (mp,)n, € €@ M}, con un
numero finito di my, non nulli, si pud scrivere m = > i, (my), dove i,(my,) ha

heH
my, alla coordinata h e 0 altrove, e quindi f(m) = f( > in(mn)) = > fu(ma),
heH heH

dunque le f;, determinano univocamente f. D’altro canto
f: @ My — N, (mp)nen Z fn(mn)
heH heH

e la funzione cercata: infatti € un omomorfismo in quanto somma di omomorfi-
smi, e f(in(mp)) = fr(my) per definizione di iy e di f.
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3.3 Lemma di Nakayama

In questa sezione dimostreremo il lemma di Nakayama, uno strumento molto
utile con conseguenze importanti. Iniziamo con una versione generalizzata di
un teorema gia noto per gli spazi vettoriali, il teorema di Cayley-Hamilton.

Teorema 3.3 (Cayley-Hamilton). Sia M un A-modulo finitamente generato,
sia I un ideale di A e sia ¢ € Enda(M) : o(M) C IM. Allora Jag, ...,an—1 €
I+ an 10"+ +app’ = 0. (Ricordiamo che ©* & ¢ applicato k volte,
e che ¢" & Iidentita su M).

Dimostrazione. Sia M = (myq, ...,mp)a. Poiché p(M) C IM, p(m;) = > ckxng,
¢k € I, n € M. Espandendo gli ny rispetto a my,--- ,my, si ottiene p(m;) =
n

)T

> ai;mj, con a;; € I. Dunque p(ma, ...,my)" = (a;j)i,;(m1, cymy)T e gli aj

j=1

formano una matrice? n x n. Se chiamiamo A questa matrice, allora abbiamo
(oI — A)(my,...,m,)T =0, dove I & la matrice identita n x n (I — A & una
matrice a coefficienti in Afp]). Moltiplicando entrambi i membri per l’aggiunta
di oI — A si ottiene det(¢l — A)(my,...,my)T = 0. Poiché gli m; generano M
e la funzione det(¢l — A) si annulla su di essi, det(pl — A) & 'endomorfismo
nullo. Poiché le entrate di A stanno in I, det(ol — A) & un polinomio monico
in ¢ i cui coefficienti, escluso quello di testa, appartengono a I, come voluto.

O

Prima di enunciare il lemma di Nakayama, vediamo un’interessante applica-
zione del teorema di Cayley-Hamilton, che generalizza un risultato gia noto per
spazi vettoriali ai moduli liberi.

Proposizione 3.4. Sia A un anello, ed m,n € N.

1. Se f: A™ — A™ & surgettiva, allora m > n.

2. Se f: A™ — A™ & iniettiva, allora m < n.

3. Se f: A™ — A™ & un isomorfismo, allora m = n.
Dimostrazione. La 3 segue immediatamente dalle prime due.

1. Supponiamo per assurdo che m < n. Sia w : A" — A™ la proiezione
sulle prime m coordinate in A™. Allora wo f: A”™ — A™ & surgettiva, e
un endomorfismo surgettivo di A™ ¢ un isomorfismo (lo dimostreremo a
breve). Questo ¢ assurdo, in quanto ker 7 & non banale ed f & surgettiva:

preso 0 # z € kerm, x = f(y) per qualche y # 0, e w(f(y)) = 0.

2. Supponiamo per assurdo che m > n. Sia ¢ : A™ — A™ linclusione,
i(aty .., an) = i(ag, ..., an, 0, ...,0). Allora ¢ = iof & un endomorfismo iniet-
tivo di A™. Applichiamo il teorema di Cayley-Hamilton con I = A: la con-
dizione su p(M) & automaticamente verificata, ed esistono ag, ...,ap—1 € A

4Tale matrice non & necessariamente unica, in quanto gli m; potrebbero essere linearmente
dipendenti.
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tali che <pk + ak,lcpk_l + -+ 4+ apidgm = 0. Prendiamo il minimo valo-
re di k per cui cio accade. Allora ag # 0: infatti, se ap = 0, avremmo
polpF ! +ap, " 2+ +a)] =0, ciot Tm(p* ! Fap_19F 2 4 ar) C
kero=0e @* 1 +ar_ 19" 2+ +a; =0, contraddicendo la minimalita
di k. Sia e, I’'m-esimo elemento della base canonica di A™, (0,...,0,1). Si
ha
0= (" +ar—19" 1+ +ao)(em) =
apem + @(((pk71 + ak—1¢k72 et a’l)(€7n)) = apem + @(U)

Poiché ¢ = io f, p(v) € Imi, quindi ¢(v) ha Pultima coordinata nulla

(m > n). Ma allora I'ultima coordinata di (¢* +ag, * 2 +---+ag)(em) =
agem + p(v) & ag # 0, assurdo.

O

Lemma 3.5. (Nakayama) Sia M un A-modulo finitamente generato, e sia I un
ideale di A.

1. Se M =IM, allorada € A:a=1 (mod I) e a € Ann(M).
2. Se M =1IMelIC J(A), allora M = 0.

3. Se N & un sottomodulo di M tale che M = N+ IM, con I C J(A), allora
N =M.

Dimostrazione. 1. Sia ¢ = idp;. Abbiamo che (M) = M = IM. Per il
teorema di Cayley-Hamilton, Jag, ...,an—1 € I : id}y; +an—1 id’;[l 4+ 4
ap = 0. Dunque (1 4+ ap—q1 + -+ ap)m = am = 0 VYm € M. Gli q;
appartengono a I, quindi @ = —1 (mod I) e a € Ann(M). Anche —a €
Ann(M), e —a=1 (mod I), da cui la tesi.

2. Poiché M = IM, per 1. esiste a € Ann(M) : a = 1 (mod I). Quindi
1—ael MalCJ(A), e per la caratterizzazione di J(A) 1 — (1 —a) =
a € A*. Essendo aM = 0, si deve avere M = 0.

3. Sia f: N+ IM — I(M/N), f(n+im)=im = im.

e f & ben definita: se ni +1i1m1 = ny + iameo sono due scritture diverse
dello stesso elemento, allora i1my = i9mo +no —ny, dove ny,ngy € N,
quindi f(?’Ll —+ ilml) = i1m1 = igmg +7’L2 —ny = igmg = f(?’LQ —+
igmg).

e f & un omomorfismo di A-moduli: f((ny + i1m1) + (ng + iams)) =
i1y + dama = iymy +igme = f(n1 +iima) + f(n2 +iam2), fa(n +
im)) = f(an + aim) = a(im) = aim = af(n + im).

o f & surgettivo: Vim € I(M/N)f(im) = im.

e n+im € ker f se e solo se im = 0, cioe im € N, che equivale a
n+im € N. Quindi ker f = N.
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Per il primo teorema di isomorfismo (N +1M)/N = I(M/N) (questo vale
per tutti i moduli, non & stata usata ancora nessuna ipotesi). Ora, per
ipotesi M = N+IM, dunque M/N = I(M/N). Essendo M /N finitamente
generato (& quoziente di M, che ¢ f.g. per ipotesi), e I C J(A), per 2. si
conclude che M/N = 0, ossia M = N.

O

Osservazione. L’ipotesi che M sia finitamente generato € necessaria. Infatti, se
A=7Z, M=Q, I =(n), n#0, vale (n)Q =Q, ma Ann(Q) = 0.

Corollario. Sia (A, m, k) un anello locale ed M un A-modulo finitamente gene-
rato.

1. Semy, ..., M, generano M /mM come k-spazio vettoriale, allora my, ..., m,
generano M come A-modulo.

2. Ogni insieme minimale di generatori di M ha la stessa cardinalita. Questo
ci permette di definire il rango di M (modulo finitamente generato su
anello locale) come la cardinalitd di un qualunque insieme di generatori
minimale di M.

Dimostrazione. 1. Sia N = {my,...,mp)a C M. M & finitamente generato e,
per ipotesi, M = N +mM, quindi per Nakayama N = M.

2. Sia my, ..., m, un insieme di generatori minimale di M. Allora g, ..., T,
generano M/mM, che & dunque uno spazio vettoriale su k di dimensione
finita. Pil precisamente, dimg(M/mM) < n. Supponiamo per assurdo
che dimy(M/mM) < n. Allora da my, ..., m,, possiamo estrarre una base
di M/mM, {m;,,...,m; }, r <n.Peril punto 1, m;,,...,m;_ generano M,
contraddicendo la minimalita di myq, ..., m,. Quindi dimg(M/mM) =n, e
qualunque sistema di generatori minimale di M ha cardinalita n, in quanto
corrisponde a una base del k-spazio vettoriale M /mM, e le basi degli spazi
vettoriali di dimensione finita hanno sempre lo stesso numero di elementi.

O

Proposizione 3.6. Sia M un A-modulo finitamente generato, e sia f un
endomorfismo di M surgettivo. Allora f ¢ un isomorfismo.

Dimostrazione. Definiamo su M una struttura di A[z]-modulo, tramite ’azione

Az x M — M, p(x) - m = (p(f))(m). Poiché f & surgettiva, f(M) = M,
ciot z - M = M, ovvero ()M = M. In pit M & f.g. anche come A[z]-modulo,
perché l'azione di A[z] ristretta ad A induce su M la sua struttura di A-modulo
originaria,® quindi, se my, ..., m, generano M come A-modulo, lo generano anche
come Alz]-modulo. Per il lemma di Nakayama, Ip(z) € Ann(M) : p(z) = 1
(mod (z)). Scriviamo p(z) = 1 + zq(x). Sia ora m € ker(f) e mostriamo che
m = 0. Poiché p(x)M = 0, abbiamo 0 = p(z) -m = (1 + g(x)z) -m = m +
(g(fN(f(m)) =m+ (¢(f))(0) = m. Quindi f & iniettiva. Essendo f surgettiva
per ipotesi, € un isomorfismo.

5Se a € A, (a(f))(m) = am.
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O

Osservazione. 1. Lo stesso non vale se supponiamo solo che f sia iniettiva:
per esempio, se A ¢ un anello qualunque (che non sia un campo), allora A
¢ un A-modulo finitamente generato. Ma a: A — A, b+ ab, con a non
un’unita e non un divisore di zero, & iniettiva (a non divisore di zero) ma
non surgettiva (@ non invertibile).

2. La proposizione non vale se M non e finitamente generato. Infatti, se
M = AN = Ao@Al@..., COIlAi >~ AV € N, ed N = Ao@o@
0@ ..., allora M/N = AN = M, quindi la proiezione su M/N, composta
con lisomorfismo con M, ¢ un endomorfismo surgettivo di M che non &
iniettivo.

3.4 Successioni esatte

Definiamo un altro importante strumento per lo studio dei moduli, le successioni
esatte, che ci permettono di dedurre le proprieta di un modulo M da ”pezzi”
piu piccoli che compongono M.

Definizione (Complesso). Un complesso di A-moduli & una famiglia
{M;, fi}icz di A-moduli M; e di omomorfismi f; : M; — M, tali che, Vi €
Z, fiy10 fi =0, cioe Im(f;) C ker(fi+1). La notazione per un complesso ¢ la

seguente:

NG AR LSENG VAL VLN A

Tale complesso si dice esatto se Vi € Z Im(f;) = ker(fi41).

Definizione (Successione esatta corta). Una successione esatta corta ¢ un
complesso esatto con al piu 3 elementi diversi da 0. La notazione &

0-ML NP0

(Ci sarebbero infiniti moduli nulli da ambo i lati, ma non aggiungono ulteriori
informazioni e possono essere ignorati).

L’esattezza della successione in M significa che 'immagine di 0 — M e
uguale a ker(f), cio¢ che ker(f) = 0, ossia che f & iniettiva. Similmente, 'e-
sattezza in P equivale a Im(g) = ker(P — 0) = P, cio¢ alla surgettivita di
g. Lesattezza in N, la condizione principale, & per definizione Im(f) = ker(g).
Un esempio semplice ¢ 0 — A™ — A*H —5 Al — 0, per qualunque anello
A. Si osserva facilmente che A"+ = A" @ Al. Pili in generale, se M, N sono
A-moduli, 0 = M % M &N 5 N — 0 & una successione esatta corta: infatti,
Iinclusione di M in M & N ¢ iniettiva, la proiezione di M & N su N e surgettiva,
e kerm = Imi = M. Non tutte le successioni esatte corte sono di questa formas:
per esempio, la successione di Z-moduli

072572 57/(2) =0
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¢ esatta, ma Z ¥ Z®Z/(2). (La mappa da Z in Z & moltiplicazione per 2). Que-
sta successione ¢ un controesempio a molte ”buone” proprieta delle successioni
esatte.

La prossima proposizione mostra un esempio esplicito in cui si puo dedur-
re una proprieta dell’elemento centrale di una successione esatta corta dagli
elementi laterali.

Proposizione 3.7. Sia 0 — M LINS P 0 una successione esatta corta di
A-moduli. Allora tutti i sottomoduli di N sono finitamente generati® se e solo
se tutti i sottomoduli di M e di P sono finitamente generati.

Dimostrazione. (=) Se H & un sottomodulo di M, f(H) & un sottomodulo di
N ed & quindi f.g. per ipotesi. Poiché f ¢ iniettiva, H & isomorfo a f(H), dunque
¢ finitamente generato. Se L ¢ un sottomodulo di P, g=!(L) ¢ un sottomodulo
di N, dunque & f.g.. Allora le immagini dei generatori di g~!(L) generano L.

( <= ) Sia H un sottomodulo di N. Allora H N f(M) & un sottomodulo
di f(M), che & isomorfo a M in quanto f & iniettiva, dunque H N f(M) & f.g.
per ipotesi. Siano hi,...,h, i suoi generatori. Allo stesso modo, g(H) & un
sottomodulo di P ed & quindi f.g.. Siano g(h,y1),...,g(hs) 1 suoi generatori.
Possiamo assumere h,y1, ..., hy, distinti da hq,..., h, in quanto, se h; = h;, i <
r < j, allora h; € f(M) = g(h;) € g(f(M)) = 0, poiché in un complesso
(esatto o meno) la composizione di due mappe successive fa 0. Ora dimostriamo
che H = (hy,....,hn)a. Siah € H. g(H) & generato da hy41, ..., hy, quindi g(h) =

n n n

> aig(hi) = g( > ah;). Poiché h e > a;h; hanno la stessa immagine

1=r+1 1=r+1 1=r+1
n
tramite g, h— Y. a;h; € ker g = Im f, essendo la successione esatta. Inoltre &
i=r+1
’ 7: n
chiaro che h— > a;h; € H,dunque h— > a;h; € HN f(M), che & generato
i=r+1 i=r+1
n T n
da hy, ..., hy. Si puo allora scrivere h — Y ah; = > a;hy = h =Y a;h;.
i=r+1 i=1 i=1
O

Data una successione esatta 0 — M LNS P 0, vogliamo capire sotto
quali condizioni N = M @& P. In questo caso, si dice che la successione spezza
(splits).

Teorema 3.8. Sia 0 — M i) N % P — 0 una successione esatta corta. |
seguenti fatti sono equivalenti:

1. In: N — M :no f =idy (n & detta retrazione di f);
2. 3IA:P— M :goA=1idp (X & detta sezione di g);

6Se N ha questa proprieta, si dice che N & un modulo noetheriano. Quindi la proposizione
afferma che N & noetheriano se e solo se M e P sono noetheriani.
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3. dv: N — M & P isomorfismo tale che il diagramma

0 M ! N g P 0
‘/idM ‘/u ‘/idp
0 M—2 s Mep—TC 4 p 0
commuta.

Dimostrazione. (1 = 2) Step 1: N = Im f ® kern. Sia o € N. Allora o =
[a— f(n(a))]+ f(n(a)). Il secondo addendo ¢ chiaramente nell’immagine di f, e
il primo addendo & in kern: n(a— f(n(e))) = n(e) =n(f(n(a))) = n(a)—n(a) =
0, usando il fatto che no f = idy;. Quindi N = Im f + ker7n. Per mostrare
che la somma e diretta, serve 'ulteriore condizione che Im f Nkern = 0. Se
a€Imfnkern, a= f(B) per qualche 8 € M, e 0=n(a)=n(f(B)) =5 =
a=f(B)=0.

Step 2: costruzione di A. Poiché g & surgettiva, datop € P Ja € N : g(a) =
p. Poniamo A(p) = a — f(n(«a)).

e ) ¢ ben definita: se aj, a0 € N con g(a1) = g(az), a1 —az € kerg = Im f.
Sia 8 € M : f(B) = a1 — ag. Allora A(ag) — Mag) = a1 — f(n(aq)) — as +
f(n(az)) = f(B) = f(n(en —a2)) = f(B) — f(n(f(B))) = f(B) — f(B) =0.

e )\ ¢ un omomorfismo: ovvio, in quanto e definito da somme e composizione
di omomorfismi.

e goA=idp: sepe P, g(A(p)) = g(a - f(n(a))), dove g(a) = p. Quindi
9(A(p)) = g9(a) — g(f(n(@))) = g(a) = p, in quanto go f = 0.

(2 = 1) Dimostrazione analoga. In questo caso si mostra che N =Im A @
ker g.

(1 = 3) Defintamo v : N — M @ P, v(a) = (n(w), g(a)), e mostriamo che
e Iisomorfismo cercato.

e v omomorfismo: ovvio.

e v iniettivo: o € kerv <= « € kernpNkerg = kern N Im f. Poiché kern
e Im f sono in somma diretta sotto le ipotesi di 1, come mostrato sopra,
a=0.

e v surgettivo: sia (m,p) € M @ P. Prendiamo o € N : g(«) = p, sfruttando
la surgettivita di g, e poniamo 8 = o — f(n(a)) + f(m). Si ha g(8) =

9(a) — g(F(n(e))) + g(£(m)) = p, n(B) = n(a) —n(f(n(a))) +n(f(m)) =
n() - (@) +m = m.

e v fa commutare il diagramma: dobbiamo mostrare che vo f = 7, wp o

v = g. Per la prima, abbiamo v(f(m)) = (n(f(m)),g(f(m))) = (m,0) =
ip(m). Per la seconda, abbiamo 7p(v(n)) = wp(n(n),g(n)) = g(n).
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B=1

)Sian: N — M, n(a) =y (v(a)). 17 & un omomorfismo, e inoltre
Vm € M n(f( =

m)) = mar(v(f(m)) = mu (ine(m)) =
O

Osservazione. Se la successione esatta 0 — M i> NLPo spezza, date

1, A come nel teorema precedente, anche la successione 0 — P ANL M0
e esatta e spezza. Infatti, & esatta poiché X\ e iniettiva, avendo g come inversa
sinistra, 7 e surgettiva, avendo f come inversa destra, e infine N = Im f@kern =
Im A & kerg, e dato che Im f = kerg, si ha anche Im A = ker. Inoltre, la
successione spezza perché g & una retrazione di A, ed f & una sezione di 7. Si
potrebbe dire che c¢’e¢ una ”dualita” fra retrazioni e sezioni.

Vogliamo ora dimostrare un risultato classico, noto come lemma del serpente.
Premettiamo due osservazioni.

1. Consideriamo il complesso --- — 0 ﬁ—? M; EiN 0 — -+, e supponiamo

che il complesso sia esatto in M;. Allora ker f; = Im fifl = 0, e 'immagine
di f; € 0, cioé ker f; = M;. Dunque M; = 0.

2. Dato un omomorfismo di A-moduli f : M — N, si ottiene una successione
esatta a 4 pezzi:

Oerrf%MLNﬁcokeerO.

L’esattezza deriva dal fatto che ker f & un sottomodulo di M, coker f &
un quoziente di N, ker f e 'immagine della sua immersione in M e Im f
¢ il nucleo della proiezione di N su coker f.

Proposizione 3.9 (Lemma del serpente). Consideriamo il diagramma commu-
tativo

M ! N g P 0
« B ol
0 Mo S

le cui righe sono esatte. Allora ¢’¢ una successione esatta
ker a« — ker § — ker vy — coker o — coker 5 — coker 7.

Inoltre, se f & iniettiva, lo & anche ker @ — ker 3; se ¢’ & surgettiva, lo & anche
coker B — coker 7.
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Dimostrazione. Usiamo 1’osservazione precedente per costruire il diagramma

0 0 0
kero ------=-----> > ker 8 S . > ker
M ! N ‘ P 0
« B o
0 M I N’ 4 P
coker o ------ “———+ coker B -----=---- + cokery
0 0 0

Dobbiamo definire le mappe tratteggiate, e in pit una funzione da kery a
coker o, in modo da far commutare tutto il diagramma.

Step 1: costruzione delle mappe tratteggiate. Definiamo f = f lkeras § =
Glkers, f'(m') = f'(m'), ¢'(n’) = ¢'(n’), in modo tale che tutti i quadrati
commutino. Verifichiamo che f ¢ ben definita, ovvero che ¢ effettivamente a
valori in ker 8 : se m € kera, B(f(m)) = B(f(m)) = f'(a(m)) = 0 in quanto
m € keraw e Bo f = f' o«a. Analogamente si dimostra che g ¢ ben definita.
Dimostriamo ora che f’ & ben definita: & sicuramente a valori in coker 3, ma
¢ definita su un quoziente. Se m},m}, € M’ rappresentano lo stesso elemento
di coker o, la loro differenza, m)j — mj, sta in Ima. Sia dunque m € M :
a(m) = m} —my; allora f/(my) — f/(mb) = f/(my) — f/(mb) = f'(m) —mb) =
f(a(m)) = B(f(m)) = 0, perché B(f(m)) & 0 in coker 3. Allo stesso modo si
dimostra che g’ & ben definita.

Step 2: costruzione di 8. Vogliamo definire una mappa’ 6 : ker v —» coker a,
e la strategia sara di seguire uno zig-zag nel diagramma. Sia p € kery C P. g
& surgettiva, quindi In € N : g(n) = p. Prendiamo 'immagine 5(n) € N'; a
questo punto vorremmo rimontarla a un elemento di M’. Ci serve che 3(n) €
Im f’, che per esattezza coincide con ker ¢’. Poiché ¢'(8(n)) = v(g(n)) = v(p) =
0 (ricordando che g(n) = p e p € ker~), concludiamo che esiste m € M’ tale che

7§ & chiamata a volte omomorfismo connettivo, o anche snake map, perché assomiglia a,
un serpente che si snoda da ker~y a coker «, e da il nome al ”lemma del serpente”.
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f/(m) = B(n). Inoltre tale m & unico per 'iniettivita di f’. Infine proiettiamo m
a m € coker , e definiamo §(p) = M. Resta da verificare la buona definizione
di §, che a priori potrebbe dipendere dalla scelta di n. Siano dunque n,n’ €
N : g(n) = g(n’) = p, e siano m,m’ € M’ : f'(m) = B(n), f'(m') = BH).
Dobbiamo mostrare che m = m’, cio¢ che m —m’ € Ima. g(n) = g(n') =
p = n—n' €kerg=1Imf. Siaue M : f(u) = n—n'; applicando S a
entrambi i membri otteniamo S(f(u)) = B(n —n') = f/(m —m’). Osserviamo
che Bo f = f' oa, dunque f'(m —m') = f'(a(u)). Ma f’ & iniettiva, quindi
m —m' = a(u), come voluto.

Step 3: esattezza della successione. Abbiamo dimostrato che la successione

ker « — ker 8 — kery — coker o« — coker § — coker «y

esiste; ora mostriamo che e esatta. Le dimostrazioni di questo tipo di enunciati
sono molto simili tra loro, e utilizzano la tecnica del diagram chasing (in pratica,
"seguire le frecce”). Noi ne illustriamo qualche esempio.

e Esattezza in ker « (nel caso in cui f & iniettiva): basta notare che f &
iniettiva in quanto restrizione di iniettiva.

e Esattezza in ker 3: dobbiamo mostrare che ker g = Im f Se m € ker a,
g(f(m)) = g(f(m)) =0, quindi kerg D Im f. Sia ora n € ker § = kerg N
ker /3. Per le ipotesi di esattezza ker g = Im f, ossia Im € M : f(m) = n. E
sufficiente mostrare che m € ker a: osserviamo che f'(a(m)) = B(f(m)) =
B(n) = 0, e per iniettivita di f a(m) = 0.

o Esattezza in cokero: sia p € kery, p = g(n), B(n)
§(p) = m. Quindi f'(6(p)) = f/(m) = f'(m) = B(n) = 0 in coker 3.
Dunque Im 6 C ker f7. Se invece m € ker f/, f'(m) = 0, cioe f'(m) € Im 3.
Sian € N : B(n) = f'(m)p = g(n); se p € kery, m = §(p) e abbiamo
concluso. Si ha y(p) =7(g(n)) = ¢'(8(n)) = ¢'(f'(m)) = 0, come voluto.

O

B(n) = f'(m); allora
n

Corollario. Dato il diagramma commutativo

0 M N P 0

0 M’ N’ P’ 0

con righe esatte, se due delle tre frecce verticali sono isomorfismi, anche la terza
lo e.

Dimostrazione. Usando le stesse notazioni di prima, per il lemma del serpente
c’¢ una successione esatta

0 — ker a — ker § — kery — coker @ — coker § — cokery — 0.
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Se due tra «, 8,7 sono isomorfismi, essi hanno sia nucleo che conucleo nulli,
quindi il nucleo e il conucleo della mappa rimanente sono schiacciati tra due
0 in una successione esatta, e per 'osservazione preliminare devono essere 0,
ovvero la terza mappa ¢ anch’essa un isomorfismo.

O

3.5 1l funtore Hom(M,e)

Continuiamo a studiare il problema delle successioni che spezzano, analizzandolo
da un punto di vista piu astratto, e introducendo il linguaggio delle categorie e
dei funtori.

Siano M, N, P A-moduli, e fissiamo un omomorfismo g : N — P. Allora
g induce una mappa tra Hom(M, N) e Hom(M, P) nel seguente modo: preso
¢ € Hom(M,N), go ¢ € Hom(M, P). Abbiamo effettivamente definito una
”funzione” che manda A-moduli in A-moduli. La ”famiglia” degli A-moduli &
un esempio di una categoria, e questa ”funzione” F' : A-moduli — A-moduli,
N — Hom(M, N) & detta funtore. La proprieta cardine di un funtore ¢ che, oltre
a trasformare gli ”oggetti” di una categoria, nel nostro caso A-moduli, trasforma
anche i ”morfismi” tra gli oggetti (omomorfismi di A-moduli). Nel nostro caso,
F(N) = Hom(M, N) associa a ogni omomorfismo g tra N e P 'omomorfismo
F(g) = g« : Hom(M, N) — Hom(M, P), g.(p) = g o ¢. Un funtore, per essere
definito tale, deve godere di due proprieta:

1. F(idy) = idp(ny;
2. F(hog) = F(h)o F(g).

Nel nostro caso, osserviamo che F(idy)(p) = idy,(p) = idyop = ¢ Vo €
Hom(M, N), e F(hog)(¢) = (hog).«(p) = (hog)op =ho(gop) =hog.(¢) =
h«(g«(p)) Yo € Hom(M, N), g € Hom(N, P), h € Hom(P, L).

Riassumendo, abbiamo definito il funtore N — Hom(M, N), che a ogni
omomorfismo g : N — P associa g. : Hom(M, N) — Hom(M, P). Questo
funtore "rispetta i versi delle frecce”, ed € quindi detto funtore covariante.

Se M, N, P sono A-moduli, e g € Hom(N, P), g induce anche una mappa tra
Hom(P, M) e Hom(N, M), mandando ¢ in g*(¢) = wog. Si pud dimostrare allo
stesso modo che anche N — Hom(N, M) ¢ un funtore. Ma in questo caso, a
g: N — P corrisponde g* : Hom(P, M) — Hom(N, M): il verso della freccia
¢ stato invertito. In tal caso si parla di funtore controvariante.

Il prossimo risultato mostra come interagisce il funtore Hom(M,e) con le
successioni esatte.

Teorema 3.10. La successione di A-moduli 0 — N; i> N & Ny ¢ esat-

ta se e solo se, per ogni A-modulo M, la successione 0 — Hom(M, Ny) f—>
Hom(M, N) £ Hom (M, N) & esatta.

Dimostrazione. ( = ) Per l'esattezza in Hom(M, N;) dobbiamo mostrare che
f« € iniettiva. Se ¢ € ker f., allora f.(p) = f o ¢ & Pomomorfismo nullo, cioe
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Imy C ker f = 0 in quanto f & iniettiva. Quindi ¢ = 0 e f, ¢ iniettiva. Per
mostrare lesattezza in Hom(M, N), serve che Im f, = ker g,. Per la funtorialita
di Hom(M,e), g. o fu = (go f)x = 0. = 0, dunque Im f, C kerg,. Per il
contenimento opposto, prendiamo 1 € ker g,. Allora g.(¢) = g oy = 0, ovvero
Imty C kerg = Im f, in quanto la successione di partenza ¢ esatta. Dunque 1
¢ un omomorfismo da M in N la cui immagine & contenuta nell’immagine di
f, ciogd Vm € M 3ny € N; tale che ¥»(m) = f(n1). Inoltre, tale ny & unico per
Piniettivita di f. Definiamo ¢ : M — Ny, ¢(m) = ny, dove n; ¢ 'unico tale
che f(n1) = ¢ (m). Si ottiene che f.(¢)(m) = f(¢(m)) = f(n1) = ¥(m), cioe
f+(@) = e quindi ¢ € Im f,.

( <) Esattezza in N7 : poniamo M = ker f. Per ipotesi la successione 0 —
Hom(M, Ny) EEN Hom(M, N) 25 Hom(M, Ny) & esatta, quindi f, ¢ iniettiva.
Poiché M = ker f C Ny, l'inclusione i : M < N & un elemento di Hom(M, Ny).
Applicando f, otteniamo f,(i)(m) = f(i(m)) = f(m) = 0. Poiché f, ¢& iniettiva,
si deve avere i = 0, ma anche i € iniettiva, quindi ker f = M = 0, cioe f &
iniettiva.

Esattezza in N: (go f)x =g« 0 fx =0, quindi go f =0 e Im f C kerg. Per
Iinclusione opposta, sia M = ker g, che ¢ un sottomodulo di N. Consideriamo
i : kerg <= N: abbiamo g.(i)(n) = g(i(n)) = g(n) = 0, dunque i € kerg, =
Im f,. Allora esiste ¢ : M — Nj tale che i = f.(¢) = f o ¢, e si deduce che
kerg =Imi C Im f.

O

Vale un enunciato simmetrico per il funtore Hom(e, M) (ricordandosi di
invertire il senso di tutte le frecce): la successione 0 — Ny L> N & N ¢ esatta se
e solo se, per ogni A-modulo M, la successione Hom(Ny, M) <= Hom (N, M) EAN
Hom(Ny, M) — 0 ¢ esatta.

Nel gergo della teoria delle categorie, si dice che Hom(M, ) e Hom(e, M)
sono funtori esatti a sinistra, perché trasformano sucessioni esatte a sinistra in
successioni esatte a sinistra. Piu avanti vedremo esempi di funtori esatti a destra
(prodotto tensoriale) e di funtori esatti sia a destra che a sinistra (localizzazione),
detti semplicemente esatti.

ATTENZIONE: se 0 — N; i> N L Ny, 508 esatta, NON & sempre
vero che 0 — Hom(M, Ny) ELN Hom(M,N) 2% Hom(M,Ny) — 0 & esat-
tal Per esempio, la successione 0 — Z — Z =5 Z/(n) — 0 & esatta, ma
Hom(Z/(n),Z) = 0 (se n # 0), ¢ Hom(Z/(n),Z/(n)) = Z/(n), quindi non c’¢
modo che 7, sia surgettiva. Quindi il funtore Hom(M, e) non ¢ esatto a destra.

3.6 Moduli proiettivi e iniettivi

Abbiamo appena visto che Hom(M, e) non & un funtore esatto a destra in ge-
nerale, quindi cerchiamo di capire se esistono moduli M per i quali Hom(M, e)
e esatto.

Definizione (Moduli proiettivi/iniettivi). Sia A un anello e P, E A-moduli.
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e P ¢ proiettivo se il funtore Hom(P, ) ¢ esatto.
e F ¢ iniettivo se Hom(e, F) & esatto.

L’esempio precedente mostra che Z/(n) non ¢ uno Z-modulo proiettivo se
n # 0. Cerchiamo di arrivare a una descrizione piu esplicita dei moduli proiettivi.
Poiché Hom(P, e) ¢ esatto a sinistra, dobbiamo solo preoccuparci dell’esattezza a
destra. Consideriamo dunque la successione esatta M 2 N — 0 (cioe g & surget-
tiva). Vorremmo che la successione trasformata Hom(P, M) £ Hom(P, N) —
0 fosse esatta, cioé che g, fosse surgettiva. Quindi, fissato f € Hom(P, N),
vogliamo trovare f € Hom(P, M) tale che f = g*(f) = go f. In termini di
diagrammi, abbiamo

p
§
p
p
,
~ //
7z
T f
y
y
,
p
P
)
g
M N 0

Dunque P e proiettivo se e solo se, per ogni g : M — N surgettiva e per ogni
f P — N, ¢ possibile sollevare f a f : P — M in modo che il diagramma di
sopra commuti. In modo del tutto analogo, si puo mostrare che F ¢ iniettivo se
e solo se, data g : M — N iniettiva, e data f : M — E, esiste f: N —FE

che estende f, in modo tale che commuti il seguente diagramma.:®
0 M 5 /N
f .
i
u//
E

Proposizione 3.11. Ogni modulo libero & proiettivo.

Dimostrazione. Sia g : M — N surgettiva, e sia f : FF — N, con F' libero. Sia
{ei}; una base di F, e consideriamo le immagini n; = f(e;). Poiché g & surgettiva,
Yi Im; € M : g(m;) = n;. Definiamo allora f:F— M, f(el-) = m,;. Poiché
f(es) = g(f(es)) = ns, f = go f perché coincidono su una base di un modulo

libero, da cui la tesi.
O

Con la prossima proposizione saremo in grado di dire in quali casi una
successione esatta spezza.

8Questo diagramma si ottiene prendendo quello per i moduli proiettivi e rovesciando tutte
le frecce.
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Proposizione 3.12 (Caratterizzazione dei moduli proiettivi). Sia P un A-
modu-
lo. Allora sono equivalenti i seguenti fatti:

1. P ¢ proiettivo;
. Hom(P, e) & un funtore esatto;

. ogni successione esatta 0 - M — N — P — 0 spezza;

. P ¢ addendo diretto di un modulo libero.

Dimostrazione. (1 <= 2) Gia visto.

1 = 3) Dimostriamo che la successione spezza costruendo una sezione A
di g (cioe X & tale che go A =idp), dove g & la mappa da N a P. Consideriamo
il diagramma

2
3
4. P & addendo diretto di ogni modulo di cui & quoziente;
5
m
(

P
/
7/
’
p
,
-
)\/// idp
/
P
’
p
L
'3
g
N P 0

e osserviamo che, poiché P ¢ proiettivo, I'identita di P si sollevaa A: N — P
tale che go A =idp.

(3 = 4) Supponiamo che P = N/M. Allora abbiamo la successione esatta
0— M — N — P — 0, e per ipotesi la successione spezza, che & equivalente al
fatto che N =2 M & P. Dunque P ¢ addendo diretto di V.

(4 = 5) Sappiamo gia che ogni modulo & quoziente di un modulo libero.
Quindi, se P = F/Q, con F libero, F' = P®(Q e P ¢ addendo diretto del modulo
libero F.

(5= 1)Sia F'= P ®(Q, con F libero, e siano g : M — N surgettiva, f :
P — N. Se fissiamo un qualunque omomorfismo da @ a N (per esempio quello
identicamente nullo), per la proprieta universale della somma diretta abbiamo
una mappa ¢ : F' — N che commuta con le inclusioni; in particolare poip = f.
Poiché F' ¢ libero, ¢ anche proiettivo, dunque ¢ si solleva a ¢ : F' — M tale
che ¢ = g o ¢. Abbiamo il seguente diagramma:

Fe ' _p

0

e vogliamo definire f: P — M tale che f = go f. Se poniamo f = ¢ oip, si
verifica che go f = go@poip = f.
O
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Osservazione. Nell’'ultima implicazione abbiamo usato solo che F' & proietti-
vo, quindi nella condizione 5 basta che P sia addendo diretto di un modulo
proiettivo.

Si puo verificare che vale un enunciato simile per i moduli iniettivi, cioe che
per un A-modulo E sono fatti equivalenti:

1. E ¢ iniettivo;

2. Hom(e, F) & un funtore esatto;

3. ogni successione 0 - E — M — N — 0 spezza;

4. se F ¢ isomorfo a un sottomodulo di M, allora ¢ un addendo diretto di M.

Mostriamo con un esempio che non sempre un sottomodulo di un modulo pro-
iettivo ¢ proiettivo. Sia M = A = Z/(4), e sia N = (2). Ovviamente M &
un A-modulo proiettivo (¢ libero). Mostriamo ora che N non ¢ proiettivo. Se
consideriamo f : M — N, f(m) = 2m, esso & un omomorfismo di A-moduli
surgettivo, e il suo nucleo ¢ (2) = N. Per il primo teorema di isomorfismo
N = (2) 2 (Z/(4))/(2). Se N fosse proiettivo, allora M = Z/(4) =2 N @& N,

ma quest’ultimo isomorfismo ¢ falso: per esempio, 2 € Ann(N @ N), ma
2 ¢ Ann(Z/(4)).

Abbiamo visto che i moduli liberi sono proiettivi, ma non ¢ vero che i moduli
liberi sono iniettivi. Per esempio, ¢ ovvio che Z ¢ uno Z-modulo libero, ma se
consideriamo il diagramma

X2
0 Z Z
.
s
,
,
p
,

//

id P
)

7
%
v
Z

una f che faccia commutare il triangolo dovrebbe mandare 2 in 1, quindi 2 f (1) =
1, ma nessun intero moltiplicato per 2 da 1. Dunque Z non ¢ uno Z-modulo
iniettivo.

Non & neanche vero in generale che tutti i moduli proiettivi sono liberi.
Sia A = Z[V/—6], e sia I = (2,1/—6), e facciamo vedere che I & un A-modulo
proiettivo, ma non libero.

e [ non e libero: osserviamo che, in generale, se I € un ideale di A non
principale, allora non & un A-modulo libero: altrimenti, una base di I
sarebbe un sistema di generatori, e conterrebbe almeno 2 elementi distinti
non nulli a,b. Pero ab — ba = 0, contraddicendo la liberta del sistema di
generatori. Ci basta quindi mostrare che I = (2,1/—6) non & principale:
se I = (a), a deve dividere 2 e \/—6, che sono irriducibili (cosa che si
puod mostrare passando alle norme), dunque a = 1, ma I # (1): infatti,

ZIV=6)/(2,V=6) = Zla] /(a? + 6,2,) = Z{x]/(2,) = Z/(2) # .
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e [ & proiettivo: sia J = (3,4/—6). Notiamo che I e J sono comassimali
(1=3-2,3¢€J,2¢€1I) equindi INJ = 1IJ Calcoliamo I.J: IJ =
(2,v/—6)(3,v/—6) = (6,2v/—6,3v/—6,—6) = (v/—6). Dunque INJ = I.J
¢ un ideale principale. La mappa g : Z[v/—6] — (vV/=6), 1 — /=6 &
surgettiva, e il suo nucleo & Ann(y/—6) = 0, essendo A un dominio (& un
sottoanello di C). Quindi I NJ = A & un A-modulo libero. Consideriamo
adesso la mappa f: I®J — A, (i,j) — i+j. f & un omomorfismo di A-
moduli, & surgettivo, in quanto I e J sono comassimali, quindi 1 € Im f, e
ker f & dato da coppie (i, —i) al variare di ¢ € I. La seconda coordinata & in
J, percio ¢ € INJ. Si ha dunque la successione esatta 0 - INJ - IHJ —
A — 0. In terza posizione compare A, che &€ un A-modulo proiettivo, quindi
la successione spezza e [ & J =2 (INJ)d A= Ad A= A% Allora I &
addendo diretto del modulo libero A2, e quindi proiettivo.

Vediamo un’ultima proprieta dei moduli proiettivi, alla quale premettiamo la
seguente definizione:

Definizione (Modulo finitamente presentato). Un A-modulo M si dice finita-
mente presentato se esiste una successione esatta A" — A™ — M — 0, con
r,n € N.

Proposizione 3.13. Sia M un A-modulo proiettivo. Allora M ¢ finitamente
presentato se e solo se e finitamente generato.

Dimostrazione. ( =) Ovvio, e valido per tutti gli A-moduli (infatti, M ¢ f.g.
se esiste una mappa surgettiva da A™ a M, che & un pezzo della successione
esatta nella definizione di finitamente presentato).

( < ) Poiché M ¢& finitamente generato, esiste @) : A — M surgetti-
va, dalla quale si ottiene la successione esatta 0 — keriyp — A" — M — 0.
Essendo M proiettivo, si ha A™ = kert @ M. Vediamo ora che ker) & fini-
tamente generato. In generale, sottomoduli di moduli f.g. non sono f.g., ma
addendi diretti di moduli f.g. lo sono: infatti, se M = N @& P, la successione
0> N — M — P — 0 spezza, quindi c’¢ una retrazione  : M — N, che
e surgettiva perché ha ¢ : N < M come inversa destra. Si verifica facilmente
che, se myq,...,m, generano M, allora n(m1),...,n(m,) generano N, che quindi
¢ finitamente generato. Avendo provato che ker ¢ & finitamente generato, pren-
diamo ¢ : A" — ker surgettiva. Allora, se ¢ € l'inclusione di ker dentro
A" jop: A" — A™ & la funzione cercata. Dobbiamo verificare che la succes-
sione A7 2% An Yy Mg esatta, cioe che kery = Im(i o ). Ma @(A") = ker e
in quanto ¢ e surgettiva, e ovviamente 'immagine di ker ¢ tramite l'inclusione
¢ ker v, che conclude la dimostrazione.

O

3.7 Moduli su PID

Questa sezione e dedicata allo studio dei moduli su domini a ideali principali, che
si scopriranno essere molto simili agli spazi vettoriali, e quindi molte tecniche
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tipiche dell’algebra lineare possono essere applicate a questi oggetti. Vediamo
una prima similitudine con gli spazi vettoriali.

Teorema 3.14. Sia A un PID, sia M un A-modulo libero finitamente generato?,
e sia N un sottomodulo non nullo di M. Allora anche N ¢ libero, e rank N <
rank M.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su r = rank M.

Passo base, r = 1: M ¢ isomorfo ad A, e quindi N & isomorfo a un ideale di
A diverso da 0. Poiché A ¢ un PID, N = (a), per qualche a € A\ {0}. Allora
f:A— (a), 1 = a & un omomorfismo surgettivo, ed & iniettivo in quanto
a #0e A& un dominio, quindi N 2 (a) & A, cioe N & libero di rango 1.

Passo induttivo, r = r+ 1: sia {my, ..., m,41} una base di M, e poniamo
N, = NN {my,....,m.). N, & un sottomodulo di {(my,...,m,), che & libero di
rango r, dunque per ipotesi induttiva N e libero, con rank N < r. Se N = N,
abbiamo concluso, quindi supponiamo che N, C N. Per ogni n € N, esistono

T
unici by, ...,b.,a, € A tali che n = > bym; + apmy41. Poniamo I = {a, €
i=1

A | n € N}, e mostriamo che ¢ un ideale di A. Ovviamente 0 € I (n = 0). Se
Qn,y s Gpy € I, presing =3 bym; + ap, Myi1, Na = Y ¢;m; + ap,mpi1, abbiamo
ny + ng = (b + ¢i)mi + (an, + any)Myry1, quindi ap, + ani2 € I. In modo
simile si mostra che se a,, € I, r € A, allora ra,, = a,,,. Poiché A ¢ un PID,
A= (a), a € A. Se a =0, il coefficiente di m,; & nullo per ogni elemento di N,
cioe N C (my,...,m,) e quindi N = N,.. Allora deve essere a # 0. Sia ng € N
tale che ng = > b;m; + am,41 (ovvero a,, = a). Per concludere, mostriamo
che N = N, @ (ng). In tal caso, N sarebbe libero (somma diretta di due liberi)
di rango 1+ rank N, < r + 1.

e N.N{ng) =0: se n € N, N (ng), il coefficiente di m,; & nullo (n € N,),
ma n = bng, quindi il coefliciente di m, 1 € anche ab. Dunque ab = 0 e
a # 0; essendo A un dominio, b = 0 e anche n = 0.

e N C N, + (ng): sian € N, e scriviamo n = > ¢;m; + ham,11. Allora
n — hTL() = Z(Cz — hbl)ml € Nr.

O

Corollario. 1. Se A & un PID, M un A-modulo finitamente generato e N C
M, allora N e finitamente generato.

2. Se M & un A-modulo finitamente generato proiettivo, allora & libero.

Dimostrazione. 1. Sia f : A" — M surgettiva. Allora f~1(N) & un sot-
tomodulo di A", quindi ¢ libero di rango minore o uguale a rank A”; in
particolare ¢ finitamente generato. Se my, ..., my generano f~1(N), allora
f(may), ..., f(ms) generano N.

9Questo teorema vale anche se M non & finitamente generato, ma serve una dimostrazione
diversa.
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2. Se f & come nel punto precedente, allora abbiamo la successione esatta
0— kerf - A" - M — 0. M & proiettivo, quindi A" = ker f® M. Quindi
M & un addendo diretto di A", e in particolare un suo sottomodulo, quindi
¢ libero per il teorema precedente.

O

Sia A un PID, e sia M un A-modulo finitamente generato. Se ¢ : A" — M
€ un omomorfismo surgettivo, il suo nucleo ¢ un A-sottomodulo di A", dunque
e libero, e isomorfo ad A® per qualche s < r. Fissato un isomorfismo 1 : A*> —

ker ¢, otteniamo la successione esatta 0 — A* U AT s M = 0. Se poniamo
f =1io01, allora M = coker f. Ma f & una mappa A-lineare tra moduli liberi,
quindi si rappresenta in modo unico con una matrice X € M, xs(A). Ovvero
ogni A-modulo finitamente generato ¢ conucleo di una matrice. Notiamo che
c¢’e¢ un’ambiguita su X dovuta alla scelta del numero di generatori r» di M: tra
poco Il nostro prossimo obiettivo ¢ dimostrare che, con cambi di base opportuni

in partenza e in arrivo, ogni matrice si puo portare in forma diagonale.

Definizione. Una matrice X € M, (A) si dice diagonale se X = (a;;) con
a;; =0 se i # j.

Ricordiamo che le matrici trattate in questa sezione non sono necessaria-
mente quadrate.

Definizione (Matrici equivalenti). Due matrici X, Y € M, ys(A4) si dicono
equivalenti se IR € M,y (A), S € Msxs(A) invertibili tali che Y = RXS.

E facile verificare che I’equivalenza di matrici € una relazione di equivalenza.
Le matrici R ed S corrispondono a un cambio di base in A” e A rispettivamente.

ATTENZIONE: affinché una matrice P € My (A) sia invertibile, non basta
che abbia determinante diverso da 0: det(P) deve essere invertibile in A.

Un modo semplice di ottenere matrici equivalenti ¢ effettuare operazioni
elementari su righe e colonne. Ci sono due tipi di operazioni elementari:

e scambiare righe/colonne;

e sostituire a una riga/colonna a volte quella riga/colonna + b volte un’altra
riga/colonna, con a € A*, B € A.

La prima corrisponde a moltiplicare per una matrice di permutazione, che ha
determinante +1, e la seconda ¢ come moltiplicare per una matrice P della
forma
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che ha determinante a € A*. Dunque le matrici ottenute in questo modo sono
davvero equivalenti. Queste operazioni sono analoghe a quelle per 1'algoritmo
di eliminazione gaussiana in algebra lineare.

Proposizione 3.15. Sia X € M, (A), e definiamo A;(X) come 'ideale gene-
rato dai determinanti dei minori ¢ X ¢ di X. Se X e Y sono equivalenti, allora

Dimostrazione. L’osservazione cruciale ¢ che, se R € M, (A), allora vale che
A;(RX) C A;(X). Infatti, poiché ogni entrata di RX & combinazione lineare
delle entrate di X, tutti i minori ¢ x ¢ di RX sono combinazioni lineari di minori
1 x4 di X. Per la multilinearita del determinante, anche i determinanti dei minori
i x i di RX, che generano A;(RX), sono combinazioni lineari di determinanti
di minori @ x ¢ di X, ovvero dei generatori di A;(X). Quindi A;(RX) C A;(X).
Se ora supponiamo R invertibile, abbiamo A;(X) = A;(R™'RX) C A;(RX) C
A;(X). Dunque tutti i contenimenti sono uguaglianze, in particolare A;(RX) =
A;(X). Se invece S € Myxs(A)*, basta osservare che a ogni minore i x i di
XS corrisponde un minore i x 4 di (X.S)7 con lo stesso determinante, dunque
A;(RXS) = AY).

O

Descriviamo ora un algoritmo per ridurre ogni matrice X a una matrice
diagonale equivalente.

Teorema 3.16. Ogni matrice X € M,ys(A) & equivalente a una matrice
diagonale.

. . . . fa b .
Dimostrazione. Partiamo dal caso 2 x 2. Sia <c > , con a,c non entrambi

d
nulli. Sia a = ged(a, ). Sfruttando l'identita di Bézout, scriviamo o = za + ye.
Allora la matrice R = v Y ) ha determinante 1 (dunque & invertibile),
—c/a aja

e tale che ) 8
x Yy a o
RX = (—C/a a/a> <c d> - <0 7)'

Vogliamo ora azzerare 'entrata in cui si trova . Poniamo § = ged(«, 5), scrivia-
—B/s
a/d
una matrice triangolare superiore, ma ’entrata in basso a destra potrebbe esse-
re di nuovo non nulla. Ripetiamo il procedimento, applicandolo una volta alla
prima riga, una volta alla prima colonna, finché la matrice non € in forma diago-
nale. Dimostriamo che prima o poi questo procedimento termina. Se chiamiamo
a; Pelemento di posto (1,1) dopo ¢ passi (ag = a), notiamo che «;11]|;, poiché
a;+1 si ottiene facendo il massimo comun divisore tra a; e qualcos’altro. Si ha
quindi una catena ascendente di ideali (ag) C (a1) C -+, che deve stabilizzarsi
in quanto A ¢ un PID. Sia (\) l'elemento massimale della catena; allora A deve

mo § = ua+ v, e moltiplichiamo RX a destra per S = (Z . Si ottiene
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dividere sia 1’elemento di posto (1,2) che quello di posto (2,1), cioé la matrice

X si e ridotta a (5);\ T*/\) . Sottraendo alla seconda riga s volte la prima, e alla

seconda colonna r volte la prima, si ottiene , che & diagonale.

A
0
Passiamo ora al caso generale. Se X = 0, abbiamo finito. Altrimenti, con
scambi di righe e colonne possiamo portare un’entrata non nulla di X al posto
(1,1). Concentriamoci ora sul blocco 2 x 2 di X in alto a sinistra, della for-
, a b
ma X' = ¢ d
diagonale. Se R, S sono diagonali a blocchi, con un blocco 2 x 2 uguale a R’
(0 5”), e laltro blocco uguale all’identita, allora RX .S diagonalizza il blocco in
alto a sinistra di X. Adesso ripetiamo il procedimento: portiamo un elemento
non nullo della prima colonna al posto (2,1) e diagonalizziamo il blocco in alto,
finché tutta la prima colonna non & della forma (d,0,...,0)7. A questo punto
facciamo lo stesso con la prima riga, portando gli elementi non nulli della ri-
ga al posto (1,2) e diagonalizzando finché la prima riga non & tutta nulla, a
meno dell’elemento sulla diagonale. Potrebbero esserci dei nuovi elementi non
nulli nella prima colonna, quindi ripetiamo il tutto sulla prima colonna, e poi
sulla prima riga, finché la prima colonna e la prima riga sono entrambe nulle
(tranne, possibilmente, I’elemento sulla diagonale). Come nel caso 2 x 2, questo
avviene in un numero finito di passi, poiché, se a; & I'elemento di posto (1,1)
al passo i, ;41 divide «;, e la catena di divisibilita ¢ stazionaria essendo A
un PID. Se l'ultimo elemento della catena ¢ A, a questo punto A\ divide tutti
gli elementi della prima riga e della prima colonna. quindi sottraendo alle al-
tre righe/colonne opportuni multipli della prima riga/colonna azzeriamo tutti
gli elementi non diagonali della prima riga/colonna. Ora, ripetiamo tutto sulla
sottomatrice ottenuta ”"ignorando” la prima riga e la prima colonna, che & piu
piccola, e iterando il procedimento si arriva alla forma diagonale.

. Dal caso trattato sopra, esistono R’,S’ tali che R'X’S" ¢

O

In pratica, questo algoritmo non & molto utile, perché puo richiedere molto
tempo e molti calcoli. Quindi € meglio ridurre prima X tramite operazioni
elementari per ottenere quanti piu zeri possibile, e poi applicare 'algoritmo. A
breve vedremo una scorciatoia che sfrutta gli invarianti A;(X).

Definizione (Forma normale di Smith). Una matrice X € M, s(A) & in forma
normale di Smith se & diagonale e, se dy,...,ds sono gli elementi diagonali,
con d; al posto (7,1), allora dy|da| - - - |ds.

Teorema 3.17. Ogni matrice X ¢ equivalente a una matrice in forma di Smith.

Dimostrazione. Per il teorema precedente, X & equivalente a una matrice dia-
gonale, quindi possiamo supporre che X sia diagonale, con elementi diagonali
di,...,ds. Se X non ¢ in forma di Smith, esistono ¢,j con ¢ < j tali che d; { d;.
Prendiamo ¢ minimo con questa proprieta, e j tale che d; { d;. Tramite scambi
di righe e colonne possiamo portare d;, d; in alto a sinistra. Se d; = ged(d;, dj),
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possiamo scrivere d; = ad; + Bd; per certi o, 8 € A. Allora, moltiplicando
(C(l)l (2) a sinistra per (djé/cz, di&) e a destra per (1 _fiﬂéjll) , si
: di 0

tt ~
ottiene <0 did; /d;
anche d; = d;d;/d;. Inoltre, per la minimalita dell'indice ¢, Yk < i dy|d; e di|d;,
quindi di| ged(d;, dj) = d;. Riportando d;, d; alle righe 4, j rispettivamente, ora
d;|d;j. Possiamo ripetere il procedimento appena descritto finché il "nuovo” d;

ottenuto (che non ¢ necessariamente uguale a d;) non divide tutti i successivi
dy. Iterando la procedura, si arriva alla forma di Smith.

> . Osserviamo che d; divide sia d; che dj, e quindi divide

O

Illustriamo con un esempio una ”scorciatoia” per giungere alla forma normale
di Smith, sfruttando i A;.

6 0 2
Esempio. Sia X = |4 8 2| € Msx3(Z). La forma di Smith di X sard
4 4 2
a 0 0
S =10 b 0], con alblc. Per Uinvarianza dei A; abbiamo che Ai(X) é
0 0 c

generato dai singoli elementi di S, dunque dal loro massimo comun divisore,
che & a per le relazioni di divisibilita. Aq(X) é generato dai determinanti dei
minori 2 X 2, che sono 0 o prodotti di elementi diagonali. Il loro massimo
comun divisore & ab, ovvero Ay(X) = (a)(b) = (b)A1(X). Invece A3z(X) é
generato da det(S) = abe, cioé Az(X) = (ab)(c) = (¢)A2(X). Questo é valido
in generale: per ogni 1 < i < s—1, Ajp1(X) = (dig1)Ai(X), dove dy, ..., dq
sono gli elementi diagonali della forma di Smith di X. Tornando all’esempio,
possiamo calcolare i A; direttamente da X: A1(X) ¢é generato dal massimo
comun divisore delle entrate di X, che é 2; quindi A1(X) = (a) = 2, ovvero
a = 2. Osserviamo che a,b,c sono definiti a meno di invertibili; poniamo
a = 2. Ao(X) richiede di calcolare il determinante di 9 minori di X, che é
un po’ laborioso, ma per As(X) basta il determinante di X, che é 16. Dunque
abbiamo a = 2, abc = 16, alblc = be = 8, 2|ble. L’unica possibilita é

2 00
b=2, c=4, dunque la forma di Smith di X ¢ S=10 2 0
0 0 4

Anche nel caso generale gli elementi diagonali della forma di Smith sono
definiti a meno di invertibili, ma vedremo che non sard un problema grave.
Tutto il lavoro appena svolto sulla diagonalizzazione ci permette di dimostrare
il prossimo risultato:

Teorema 3.18. Sia A un PID, M un A-modulo finitamente generato libero e sia
N un sottomodulo di M. Allora esistono {my, ..., m, } base di M e dy|dz|--|ds €
A tali che {dymy,...,dsms} & una base di N.
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Dimostrazione. Fissiamo una base {m,...,m,} di M. Sappiamo che anche N &
libero di rango s < r: sia {nq,...,ns} una base di N. Allora 3X € M,«s(A) :
(m1,....m)X = (ng,...,ns). Portiamo X in forma normale di Smith: siano
R € My, (A)*, S € Msxs(A)* tali che RXS = D, con D in forma di Smith:
siano inoltre dy, ..., ds gli elementi diagonali di D: per definizione di forma di
Smith dy|da]| - - - |ds. (M1, ..., )R~ = (myq,...,m,) & ancora una base di M, e
abbiamo (mi1, ...,m,)R"'RXS = (n1, ...,ns)S, che & ancora una base di N. D’al-
tro canto (M, ...,m,)R"'RXS = (my,...,m,)D = (dymy,...,dsmy), in quanto
D ¢ diagonale. Quindi {dymy,...,dsms} € una base di N, e in particolare i d;
sono tutti non nulli.

O

Siamo giunti all’obiettivo finale, che descrive la struttura di un modulo
finitamente generato su un PID:

Teorema 3.19 (Teorema di struttura per moduli finitamente generati su PID).

Sia M un A-modulo finitamente generato, con A un PID. Allora 3d;]- - - |ds non
nulli, univocamente determinati da M, tali che M = @ A/(d;) & A" 5. 1l pezzo
i=1

A"% si dice parte libera, ’altro pezzo ¢ la parte di torsione.

Dimostrazione. Sia f : A — M surgettiva. Applichiamo il teorema prece-
dente ad A" e a ker f: abbiamo quindi {mj,...,m,} base di A" e d;|---|ds non
nulli tali che {dymy,...,dsms} & una base di ker f. Se i & I'inclusione di ker f

dentro A", allora M = cokeri = A"/ ker f. Essendo ker f = @(di)mi, abbiamo
=1

(EBAmz)/kerf EBAmL/( i)m; & A" SNEBA/( i) © AT

Per dlmostrare lumclta ci serviremo di questo fatto se A & un anello e
L 2L 2 21, J1 DJy 2 -+ D J, sono due catene di ideali tali che

T T
P AL 619 A/J;, con ry > 7, allora:

i=1
1. i=()V1<j<r,—m;
2. JT1—T+i = Ii V1 S] S r.
Questo implica I'unicita della scrlttura perché, sceghendo due insiemi diversi

di generatori per M, allora M = @ A/(d;) = @ A/(d) (con alcuni d;,d;

possibilmente nulli), e la condlzlone sui d; fa si che (dl) 2.2 (d), (d)) 2
D (d;,). Dunque (dy) = --- = (dr,—,) = (1), ossia i primi 71 — r addendi
diretti sono 0, e A/(d;l_H_i) = A/(di). Dimostriamo il fatto appena enunciato:

1. Poiché M = @ A/I, = @ A/Ji, si ha che M/JM = @ A/(I; + J,) =

i=1 i=1 i=1
@ A/(J1+ J;) = (A/J1)™, in quanto J; contiene tutti i J;. Dalla prima
scrlttura di M/J, M si deduce che M/J; M & quoziente di (A/J1)", e per la
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seconda scrittura abbiamo una mappa surgettiva da (A/J1)" in (A/Jy)™,
che implica r > ry. Poiché per ipotesi 1 > r, o r = 71, 0 A/J1 = 0,
ovvero J; = (1). Possiamo ripetere questo ragionamento per affermare
che J1 = = J, .

2. Per il punto precedente possiamo supporre r; = 7. Sia a € I, e consi-
T T

deriamo aM. Abbiamo che aM = @ aA/I; = @ A/(L; : a): infatti, la
i=1 i=1

mappa A — A/I; RalNp| /I; & surgettiva, e il suo nucleo sono gli elementi
che moltiplicati per a finiscono in I;, cioé proprio I; : a. Allo stesso modo,

aM = P A/(J; : a). Ma a € I, quindi I; : a = (1). Inoltre per ogni
i=1

i=
1 :a2 gy :a, Ji:a 2D Jipq ¢ a, quindi per il punto 1 J; : a = (1),
ovvero a € Ji. Abbiamo allora Iy C Jj, e simmetricamente J; C I;.
Ripetendo il ragionamento per gli altri I;, J; si ha la tesi.

O

Questo teorema € una generalizzazione del teorema di struttura per gruppi
abeliani finiti (o anche finitamente generati): basta prendere A = Z.

Osservazione. Alla luce del teorema di struttura é possibile risolvere ’ambiguita
legata al numero di generatori di M: poiché il rango della parte libera di M
dipende solo da M, se avessimo scelto r + h generatori per M, otterremmo s+ h
termini nella parte libera da torsione. Ma anche i d; dipendono unicamente da
M, quindi si avrebbe che A/(d;) = 0 per ogni j < h, cio¢ di,...,d, € A*. In
un esempio concreto, una volta descritto M come conucleo di una matrice X,
se nella forma di Smith di X compaiono degli invertibili, allora il numero dei
generatori di M scelti all’inizio non era minimale.

Di solito, per i gruppi abeliani finiti si usa la scomposizione nei suoi p-Sylow,
quindi vorremmo un analogo di tale scomposizione per moduli finitamente ge-
nerati.

Definizione (Sottomodulo di torsione). Sia A un dominio ed M un A-modulo.
11 sottomodulo di torsione di M ¢ T(M) ={m € A | Ja € A\{0} : am = 0}.

T (M) & un sottomodulo di M: infatti, 0 € M (1-0=0); se m,n € T(M) e
a,b € A\ {0} sono tali che am = bn = 0, allora ab(m + n) = 0, e ab # 0 poiché
A & un dominio; se m € T(M) con am = 0, a(bm) =0 Vb € A.

Dato a € A, definiamo la a-componente di M come

My ={meT(M)|3keN:a"m=0}.

La condizione a*m = 0 per qualche k & equivalente a richiedere che (a) C

Ann(m).
Supponiamo che A sia un PID, ed M un A-modulo finitamente genera-

S
to. Sappiamo che M = @ A/(d;) ® A"™°, con i d; non nulli, e dy|---|ds.

i=1
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tj
Ciascun d; si fattorizza in irriducibili (A & anche un UFD): (d;) = [] (ij”)
i=1

Ricordiamo che in un PID gli elementi irriducibili generano ideali massimali;
inoltre, se 71,y sono irriducibili distinti, 77*, 75* sono elementi coprimi, e per
iy
. el es A gy
Bézout (m7') e (m5?) sono comassimali. Percio (d;) = () (7

i=1

€ij

i, ), e applican-

do il teorema cinese del resto ad A/(d;) si ottiene A/(d;) = éja A/(m;7) Se
P1,---, Pk SONO 1 primi che compaiono nella fattorizzazione di dg Z(:el quindi degli
altri d;), possiamo riordinare gli addendi diretti che costituiscono T'(M), ot-
tenendo T(M) = @ A/(d;) = é @ A/(p"). Ciaseun termine @ A/(p:")
ha come annullato]rzluna potenz: 1dji:]192-, quindi ¢ la p,-—componentje:(lii T(M),
e possiamo scrivere T'(M) = é M;p,), che & I'analogo della decomposizione in
p-Sylow di un gruppo abeliani)zénito.
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4 Prodotto tensoriale e moduli piatti

Introduciamo una nuova operazione tra A-moduli: il prodotto tensoriale, che
dati due moduli M, N, ”trasforma” mappe bilineari da M x N in mappe lineari
dal loro prodotto tensoriale. Poi lo studieremo come funtore, e definiremo la
classe dei moduli piatti.

4.1 Prodotto tensoriale

Iniziamo definendo le applicazioni bilineari, che svolgono un ruolo centrale nella
costruzione del prodotto tensoriale:

Definizione. Siano M, N, P tre A-moduli. f: M x N — P si dice bilineare
se Vmg € M, ng € N f(mg,:): N — Pe f(-,n9) : M — P sono A-lineari.

Denotiamo con Bil(M, N; P) I'insieme delle applicazioni bilineari da M x N
in P.

Possiamo dotare Bil(M, N; P) di una somma e di un prodotto per scala-
ri nel seguente modo: Vf,g € Bil(M,N;P), a € A (f + g)(m,n) = f(m +
n) + g(m,n); (af)(m,n) = af(m,n). Si verifica facilmente che tali operazioni
definiscono una struttura di A-modulo su Bil(M, N; P).

Osserviamo che Bil(M, N; P) = Hom(M,Hom(N, P)). Infatti, data b €
Bil(M, N; P), definiamo ¢, : M — Hom(N, P) in questo modo: ¢p(m) : N —
P, (pp(m))(n) = b(m,n). Viceversa, se ¢ : M — Hom(N, P), possiamo defini-
re by : M x N — P, b,(m,n) = (¢(m))(n). Ci sono diverse cose da verificare:
buona definizione delle mappe (ovvero ¢ € lineare e b, € bilineare), linearita di
b ¢y e = by, e il fatto che siano una I'inversa dell’altra.

Definizione (Prodotto tensoriale). Sia A un anello ed M, N A-moduli. Un
prodotto tensoriale di M ed N & una coppia (T,7), con T un A-modulo e
T : M x N — T bilineare, tale che per ogni A-modulo P e per ogni f €
Bil(M, N; P) 31f : T —> P lineare che fa commutare il diagramma

M x N

La proprieta soddisfatta da T e detta proprieta universale del prodotto tenso-
riale.

Teorema 4.1. Se M, N sono due A-moduli, un prodotto tensoriale esiste ed ¢
unico a meno di isomorfismo.
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Dimostrazione. Unicita: siano (T, 1), (Ta, 72) due prodotti tensoriali di M, N.
Sfruttando la proprieta universale sia di 77 che di Ts, otteniamo il diagramma
commutativo

T2 T2 -

Quindi 75 o 71 fa commutare il diagramma

Mx N ki T

T2 -7

Poiché anche l'identita di 75 fa commutare tale diagramma, per unicita del
sollevamento abbiamo 72 o 73 = idg, .Analogamente si ottiene che 75 o 75 =
idy, ,quindi T e T% sono isomorfi.

Esistenza: sia F il modulo libero AM*N sia i: M x N — F, (m,n)
€m,n (elementi della base canonica di AMXN ). i & solo una funzione di in-
siemi, e vogliamo imporre la bilinearita di ¢, quindi quozientiamo F' per un
certo sottomodulo D al fine di introdurre le relazioni di bilinearita. Dunque
D = (i(m +m/,n) —i(m,n) —i(m’,n), i(am,n) — ai(m,n), i(m,n +n') —
i(m,n) —i(m,n’), i(m,an) — ai(m,n) | m,m’ € M, n,n’ € N, a € A)a. Se
7 ¢ la proiezione da F' a T = F/D, abbiamo che 7 = woi: M x N — T
¢ bilineare per costruzione. Resta da verificare che (T, 7) soddisfa la proprieta
universale. Sia P un A-modulo e fissiamo f : M x N — P bilineare. Vogliamo
costruire f : T — P tale che f o7 = f. La situazione & descritta dal seguente
diagramma:

MxN—"1  ,p
zh ¢ 7l
F il T




Siap: F — P, p(em,n) = f(m,n), estesa per linearita a tutto F. In particolare
o(i(m,n)) = @(emn) = fm,n), cioe poi= f. Definiamo f: T — P, f(Z) =
@(z). Verifichiamo che f sia ben definita: cid equivale a mostrare che p(d) =
0Vd € D. 1 generatori di D sono di 4 tipi: uno, per esempio, & d = i(m-+m',n)—
i(m,n)—i(m’,n). Abbiamo che ¢(d) = f(m+m',n)— f(m,n)— f(m,n) = 0 per
la bilinearita di f. Lo stesso ragionamento funziona per gli altri tipi di generatori,
concludendo la verifica. Mostriamo ora che f fa commutare il diagramma, cioe

for = f:sapendo che 7 = 7o, f(r(m,n)) = f(x(i(m,n))) = f(m(emmn)) =
f(@mm) = ©(emn) = f(m,n), come voluto. Infine facciamo vedere che f &
unica. Se fl, fg sono due sollevamenti di f, allora fl oT = f = f2 oT =
fi(m(i(m, n))) = fi(7(emmn)) = fa(m(emn)) = fa(m(i(m,n)))). Allora fyom e
f2 o m coincidono su una base di F, dunque sono uguali. Preso x € T, per la
surgettivita di 7 Jy € F : m(y) = z, e quindi fi(@) = filz(y) = falz(y)) =
fg((E)

O

In pratica questa costruzione e inutile, se non per questa dimostrazione, e si
usa invece la proprieta universale.

Da adesso il prodotto tensoriale di M ed N sara denotato con M ®4 N, e
7(m,n) = m®@n. Gli elementi di M ® N sono detti tensori, e quelli della forma
m®mnconm € M, n € N sono i tensori elementari.

Dalla bilinearita di 7 si ha, per ogni m,m’ € M, n,n’ € N, a € A, (m +
mY@n=me@n+m @n, mn+n)=men+men, (am)@n =
a(m ®n) =m @ (an). Un’altra proprieta immediata ¢ che m ® 0 = 0: infatti,
m0=m®(0+0)=me0+m®0 = m®®0=0. Allo stesso modo si ha
0®n=0.

Proposizione 4.2. Sia GG; un insieme di generatori di M e G5 un insieme di
generatori di N. Allora G1 @ Go = {91 ® g2 | g1 € G1, g2 € G2} & un insieme di
generatori per M ® N.

Dimostrazione. Sia L il sottomodulo generato da G; ® Go. Mostriamo che (M ®
N)/L =0, che equivale a L = M ® N. La mappa identicamente nulla da M x N
a (M ® N)/L & bilineare, e per la proprieta universale induce una mappa lineare
da M®N a (M®N)/L. Ovviamente la mappa nulla fa commutare il diagramma.
Mostriamo che anche 7 : M @ N — (M ® N)/L lo fa commutare; dall’unicita
del sollevamento seguira m = 0, e quindi la tesi. Siano m € M, n € N, e
scriviamo m = Y a;m;, n = > b;n;, con a;,b; € A, m; € G, n; € Ga. Si
ha m(7(m,n)) =r(m@n) = 7> a;m; ® Y bjn;) =Y a;bjm(m; ®nj) =0, in
quanto m; @ n; € G1 ® Ga C L.

O

Prendendo G; = M, G5 = N si ottiene che i tensori elementari generano
M ® N.
Vediamo alcune proprieta utili per calcolare i prodotti tensoriali:

Proposizione 4.3 (Proprieta del prodotto tensoriale). Sia A un anello, M, N, P
degli A-moduli, e I un ideale di A.
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1. A9 M = M;

M®N =N ® M;
(M@N)@ P2 M® (N ® P);
(MON) P (M®P)® (N®P);
AJT® M = M/IM;

A T

se M, N sono liberi di rango m,n rispettivamente, allora M ® N ¢ libero
di rango mn.

Dimostrazione. Dimostriamo 1, 2, 6.

1. La mappa f : Ax M — M, f(a,m) = am & bilineare, e definisce
f:A® M — M, f(a ® m) = am. Abbiamo anche 'applicazione lineare
g: M — A®M, m — 1®@m. Inoltre f(g(jn)) =f(1om)=m, g(fla@m)) =
glam) =1® (am) = a ® m, quindi g ed f sono inverse, e danno 'isomorfismo
cercato.

2. f: MXN — N®M, (mn)—»n®@meg: NxM — MQN, (n,m) —
m ® n sono bilineari, e inducono f(m ®n) = n®m, j(n ® m) = m @ n, che
sono chiaramente una l'inversa dell’altra, fornendo ’isomorfismo voluto.

6. Siano M = A™. N = A", e procediamo per induzione su n. Se n = 1,
abbiamo A™ ® A = A™. Se assumiamo la tesi per n — 1, allora A™ ® A™ =

O

Vediamo alcuni esempi di calcolo del prodotto tensoriale:
e Q®y7Z = Q, per la proprieta 1.

e Dimostriamo che Q ®z Q = Q. Definiamo f: Q x Q — Q, (a,b) > ab. f
¢ bilineare, e induce f: Q® Q — Q, a ® b+ ab. Poiché f & surgettiva
(a = f(1,a)), abbiamo a = f(1®a) e anche f & surgettiva. Inoltre, essendo
Q un dominio, f(a@b) =0seesolosea=00b=0,cioea®b=0.
Quindi 0 & l'unico tensore elementare che viene mandato in 0. Questo
NON implica Iiniettivita di f ! Potrebbero ancora esserci dei tensori non
elementari che hanno immagine 0. In questo caso particolare, pero, tutti
i tensori sono elementari. Innanzitutto, osserviamo che, se m,n € Q, con
n="% abeZ alloram@n=mL=bTRi=a20l=mitel=
mn ® 1. Se ora Y a;(m; ®n;) € Q® Q, con a; € Z, m;,n; € Q, allora
Sai(m;@n;) = > a;(min;®1) = (3. a;m;n;) ® 1. Dunque tutti i tensori
di Q®Q sono elementari (anzi, tutti della forma ¢ ® 1 al variare di ¢ € Q)
e quindi f e anche iniettiva. Il fatto che tutti gli elementi di Q ® Q siano

di quella forma rende I’isomorfismo con Q ancora piu evidente.

o Z/(5) ®z Z/(7) = 0: infatti, 5(a ®b) = (ba®b) =0, 7(a®b) =a®Tb =
0VaeZ/(5), beZ/(T),quindia®b=(5-3—7-2)(a®b) =0. Poiché
tutti i tensori elementari si annullano, il prodotto tensoriale & esso stesso
nullo. Con la stessa dimostrazione otteniamo che Z/(m) ®z Z/(n) = 0
quando ged(a, b) = 1, usando 'identita di Bézout con m e n.
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4.2 Estensione di scalari

Ricordiamo che, dato f : A — B omomorfismo di anelli e M un B-modulo,
possiamo dare una struttura di A-modulo a M via restrizione di scalari: a -
m = f(a)m. Abbiamo quindi un’associazione tra B-moduli e A-moduli, che
trasforma anche omomorfismi di B-moduli in omomorfismi di A-moduli: dato
» € Homp(M, N), notiamo che ¢ rispetta anche la struttura di A-modulo di M
ed N: p(a-m) =o(f(a)m) = f(a)p(m) = a-@(m). Si pud dunque interpretare
la restrizione di scalari come un funtore da B-moduli ad A-moduli.

B ha sia una struttura di B-modulo, sia una struttura di A-modulo, e le
due strutture sono ”compatibili”, nel senso che l'azione di A e quella di B
commutano: se a € A, b,/ € B, (a-b)/ = (f(a)b)b/ = f(a)(dV') = a- (bV).
Si dice che B & un (A, B)-bimodulo. Possiamo sfruttare la doppia struttura
di B per definire una sorta di ”inverso” della restrizione di scalari: dato un
A-modulo M, possiamo costruire un B-modulo Mpg in questo modo: poniamo
Mp=M®aB, - : BxMp — Mg, b-(m®b) =m®bb. Questa costruzione
¢ detta estensione di scalari.

Enunciamo il seguente fatto: se M ¢ un A-modulo, P ¢ un B-modulo ed N &
un (A, B)-bimodulo, allora (M@ N)®@pP =2 M®4(N®pP). La dimostrazione
richiede di sviluppare la teoria delle funzioni multilineari e ’algebra multilineare.
Noi lo diamo per buono, e lo usiamo per questo utile risultato:

Proposizione 4.4. Sia (4, m, k) un anello locale, e siano M, N due A-moduli
finitamente generati non nulli. Allora M ®4 N # 0.

Dimostrazione. Ricordiamo che, come conseguenza del lemma di Nakayama,
abbiamo potuto definire la cardinalita di un insieme minimale di generatori per
M come p(M) = dimy (M /mM). Facciamo vedere che u(M®& s N) = p(M)u(N),
che ovviamente da la tesi. Per le proprieta del prodotto tensoriale abbiamo
(M@RAN)/m(M@4N) 2 (MRsAN)@ak 2 MR4(NRak) 2 MR (k®AN). =
M @4 ((k®g k) ®4 N). Osserviamo che k ha una struttura di (A, k)-bimodulo,
ottenuta per restrizione di scalari tramite la proiezione da A a k = A/m. Usando
il fatto citato sopra, si ha M ®4 ((k®r k) @4 N) =M @4 (k®k (k@4 N)) =
(M ®a k)R (k®a N)= M/mM ®, N/mN. Si ha quindi

(M®aN)/m(M®s N) = M/mM ®; N/mN,

e p(M ®a N) = p(M)p(N).

4.3 Moduli piatti

Sia N un A-modulo fissato. A ogni A-modulo M, possiamo associare I’ A-modulo
M®N,o N® M. Questi due moduli sono isomorfi, quindi applicare N 0 N®
¢ la stessa cosa (in teoria delle categorie si parla di ”equivalenza naturale”).
Vogliamo interpretare @ N come funtore da A-moduli ad A-moduli, ma per fare
cio serve sapere come trasforma gli omomorfismi. Dati f: M — N, g: M/ —
N’ omomorfismi di A-moduli, definiamo b : M x N — M’ ® N’, b(m,n) =

80



f(m)®g(n). b & bilineare, e induce f®g: MQAN — M'QN’, (f®g)(m®n) =
f(m) ® g(n). Adesso & facile associare a un omomorfismo f : M — P un
omomorfismo da M ® N a P ® N: prendiamo f ® idy . Verifichiamo che con
questa definizione ® N ¢ un funtore:

e idy ®idy = idygny: idy ®@idy(m ® n) = m ® n, quindi ¢ la mappa
identica sui tensori elementari, e per linearita e I'identita su tutto M ® N;

e se f € Hom(M, M), f' € Hom(M',M"), (f' o f)®idy = (f' ® idy)
(f ® idy): basta osservare che in generale, se ¢ € Hom(N,N’), ¢
Hom(N', N”), allora ((f' o f) ® (¢" 0 9))(m @ n) = f'(f(m)) @ ¢'(9(n))
(f'®g)e(f®g)men).

Proposizione 4.5. Il funtore ® N e esatto a destra.

o
S

Dimostrazione. Prendiamo una successione esatta M, i) M % M, — 0. Fis-
sato un A-modulo U generico, applichiamo il funtore Hom(e,U), che & contro-

variante ed esatto a sinistra, e da la successione esatta 0 — Hom(Ms, U) RN

Hom(M,U) EAN Hom(M;,U). Poniamo U = Hom(N, @), con @ un A-modulo
qualsiasi. Abbiamo la successione esatta

0 — Hom(M>, Hom(N, Q)) — Hom(M,Hom(N, Q)) — Hom(M;, Hom(M, Q)).

Sappiamo che Hom(P, Hom(N, Q)) = Bil(P, N; Q) tramite ¢ + by, by(p,n) =

©(p)(n). Inoltre, la proprieta universale di ® da un isomorfismo tra Bll(P N;Q)
e Hom(P ® N, Q) che & f — f, for = f. Applicando gli isomorfismi si
ha 0 — Hom(M; ® N,Q) — Hom(M ® N,Q) — Hom(M; ® N,Q). A meno

di verificare che la seconda freccia ¢ la mappa (¢ ® idy)* e la terza freccia

(f®idy)*, possiamo concludere che M; ® N B N Y AN My;®@N =0

¢ esatta, che ¢ la tesi.
O

In generale, ® N non e esatto a sinistra: per esempio, prendendo la solita
successione 0 — 7 =% 7 5y Z/(2) — 0, e tensorizzando per Z/(2), otte-
niamo 0 - Z ® Z/(2) —— X284, 7 ® Z/(2), e X2 ® id non ¢ iniettiva: infatti
(x2®id)(m®@n) =2men =1® 2mn = 0, ovvero X2 ®id & la mappa nulla (e
Z ®Z/(2) non & 0).

Come nel caso dei moduli proiettivi, possiamo definire una classe di moduli
per cui ®N e esatto:

Definizione (Modulo piatto). Un A-modulo N si dice piatto se il funtore @ N
¢ esatto.

L’esempio precedente mostra che Z/(2) non ¢ uno Z-modulo piatto.

Proposizione 4.6. Ogni modulo libero ¢ piatto.
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Dimostrazione. Iniziamo osservando che A & un A-modulo piatto: infatti, se
f:M — N e iniettiva, f®idg : M ® A — N ® A ¢ iniettiva, in quanto, se
g: M®A — M, h: N9 A — N sono gli isomorfismi ” canonici”, si verifica che
f®idg = h~'o fog. Inoltre, se My, Ny, Py sono tre famiglie di moduli tali che
0= M, 2% N, 25 P, = 0 ¢ esatta Vh € H , possiamo definire la successione
0 M, 5 eN, S eP, —» 0, dove F = (f)h € H, G = (gn)nen, che si
verifica essere esatta (le funzioni sono applicate componente per componente,
e si usa 'esattezza per ciascuna componente). Dato che il prodotto tensoriale
commuta con le somme dirette, una somma diretta di moduli piatti ¢ piatto, e

si conclude osservando che ogni modulo libero ¢ somma diretta di copie di A.
O

Proposizione 4.7. Ogni modulo proiettivo ¢ piatto.

Dimostrazione. Se P & proiettivo, allora esiste @) tale che P & @ = F' ¢ libero,
e quindi piatto. Consideriamo il diagramma

fe(dp,idq)

M (PoQ) N (PoQ)

idp,f®id
(M@ P)& (Mo Q) (f&idr,/@ida)

(N®@P)s (N®Q)

con «, B isomorfismi. Poiché P @ @ ¢ libero, ¢ anche piatto, dunque la mappa
orizzontale in alto € iniettiva. Segue che la mappa orizzontale in basso, (f ®
idp, f®idg) = Bof®(idp ®idg)oa~1, ¢ iniettiva, e quindi ciascuna componente,
in particolare f ® idp, € iniettiva. Abbiamo quindi che P & piatto.

O

Vediamo un’applicazione del prodotto tensoriale a un risultato sui moduli
proiettivi finitamente generati su anelli locali.

Proposizione 4.8. Sia (A, m, k) un anello locale e M un A-modulo proiettivo
finitamente generato. Allora M & libero.

Dimostrazione. Poiché M & un A-modulo f.g., M /mM & un k-spazio vettoriale di
dimensione finita; sia dunque n = dimy M /mM. Allora M ammette un sistema
di generatori di cardinalita n, in quanto ¢ finitamente generato su un anello
locale (era una conseguenza del lemma di Nakayama). Possiamo dunque trovare
una successione esatta

0K A" LM — 0,

~

con K = ker f. Essendo M proiettivo, la successione spezza e A™ = K & M.
Tensorizzando per k = A/m, otteniamo (A/m)" =2 K/mK & M/mM. Ma allora
dimy K/mK = dimg k™ — dimgy M/mM = n —n = 0, cioé¢ K/mK = 0, ovvero
K = mK. Inoltre K e finitamente generato, essendo un addendo diretto di A™.
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Per il lemma di Nakayama si ottiene K = 0, ovvero la mappa f : A" — M &
sia iniettiva che surgettiva, ovvero M e isomorfo ad A™, e quindi libero.
O

Concludiamo questa sezione con un esempio di un modulo piatto che non
¢ proiettivo. Q € uno Z-modulo piatto: lo dimostreremo nel prossimo capitolo
sulle localizzazioni. Perd non ¢ proiettivo, perché altrimenti sarebbe libero (gli
Z-moduli proiettivi sono liberi) e sappiamo che Q non & libero come Z-modulo.
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5 Localizzazione di anelli e moduli

Studiamo un nuovo modo di costruire anelli, noto come localizzazione, che gene-
ralizza la costruzione dei razionali a partire dagli interi. Poi con una costruzione
analoga definiremo la localizzazione di un modulo, che sara un modulo sulla
localizzazione dell’anello.

5.1 Localizzazione di anelli

Definizione (Sistema moltiplicativo). Sia A un anello. Un sottoinsieme S C A
si dice moltiplicativamente chiuso, o insieme/sistema moltiplicativo, se 1 €
SeVsteSstesb.

S sara l'insieme dei possibili ”denominatori” degli elementi della localizza-
zione, cioe¢ elementi che saranno invertibili nel nuovo anello, dunque ha senso
che sia chiuso per prodotto e contenga 1.

Successivamente definiamo la seguente relazione di equivalenza su A x S:
(a,s) ~ (b,t) <= Fu € S : ulat —bs) = 0. L'insieme (A x S§)/ ~, munito
delle operazioni (a, s) + (b,t) = (at + bs, st), (a,s) - (b,t) = (ab, st), & un anello
commutativo con identita. (Ci sarebbero diverse verifiche da fare: il fatto che
~ sia una relazione di equivalenza, che le operazioni siano ben definite, e che
tali operazioni soddisfino gli assiomi per un anello; tali verifiche sfruttano la
moltiplicativita di S. Lo 0 di tale anello & la classe di equivalenza di (0,1), I'1
¢ la classe di (1, 1). Per esempio, verifichiamo che la somma sia ben definita: se
(a,8) ~ (b,t) e (c,v) ~ (d,w), allora Ju,z € S : u(at —bs) =0, z(cw — dv) =
0. Dobbiamo verificare che (a,s) + (¢,v) = (av + cs,sv) ~ (bw + dt, tw)
(b,t) 4+ (d,w). Poiché S & moltiplicativo, uz € S; inoltre (av + ¢s)(tw)(uz) =
atu - vwz + cwz - stu = bsu - vwz + dvz - stu = (uz)(sv)(bw + dt).

Da adesso denoteremo questo anello con S™' A4, e [(a, s)] con £. S71A & detta
localizzazione di A in S.

Iniziamo con qualche proprietd di S~™'A, per esempio, troviamo condizio-
ni su S e A affinché S~'A = 0. Questo accade se e solo se % = %, cioe se
dse€S:s(0-1—-1-1)=—s=0, ovvero se 0 € S. Per la moltiplicativita di S &
sufficiente che S NN (A) # (). Non ¢ sufficiente, invece, che S N D(A) # 0.
Infatti, se A =7/(6), S ={1,2,4} I'insieme delle potenze di 2, che & moltipli-
cativo, allora 2 € SND(A), ma 0 ¢ S e quindi S~1A # 0.

Un tipico esempio di insieme moltiplicativo ¢ S = A\ p, con p € Spec A.
Infatti, poiché p & primo, 1 ¢ p, e se a,b ¢ p, ab ¢ p. Abbiamo gia incontrato
questo anello nel caso in cui A = Z, p = (p), che ¢ Zy,) = {$ € Q| b Z0
(mod p)}. Allora abbiamo dimostrato che era un anello locale con ideale mas-
simale (p)Z¢y = {% € Zw) | a = 0 (mod p)}. La stessa cosa vale nel ca-
so generale: se S = A\p, ST'A = {¢ | b ¢ p}. Consideriamo l'insieme
I =pS™A={% e S'A|a € p}. Questo & un ideale di S™'A!: infatti

0el, %Jr%:“t%tbsel, %%:%EI.Inoltre,se%¢I,alloraa¢p,e

10Questa dimostrazione vale per tutti gli insiemi della forma S—1I = {% €S 1A |ae I},
che sono dunque ideali di A.
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quindi g € S71A, che & I'inverso di %, ovvero ogni elemento non in I ¢ inverti-
bile in S™'A. Dunque S~'A ¢ locale, con ideale massimale I = pS~'A. Questo
esempio motiva il nome di ”localizzazione”: trasforma l’ideale primo p in un
ideale massimale. Ma non sempre gli anelli che si ottengono in questo modo
sono locali.

Un altro esempio & Uinsieme S = Z\ |J (p;), con i p; primi distinti. L’a-
i=1
nello S~'7Z & Lipy,..p0) = 1% € Q[ b # 0 mod p; Vi}. In generale abbiamo

n
S = A\ U pi, con p; primi. S & moltiplicativo in quanto & intersezione dei
i=1
complementari dei p;, e un’intersezione di sistemi moltiplicativi & un sistema
moltiplicativo.

Possiamo anche considerare S = {a™ | n € N}, con a € A fissato. S ¢
chiaramente moltiplicativo: poniamo A4, = S7!4. A, = 0 <= a € N(A);
se a non & nilpotente, A, non & banale e ha quindi un ideale massimale m.
Consideriamo ¢ : A — S™1A, a — <. Questo & un omomorfismo di anelli:
T+ ? = O‘TW, %? = ? Allora la contrazione m¢ & un ideale primo di A, e
a ¢ m® in quanto o(a) € A%, e quindi non in m. Abbiamo quindi una dimostra-
zione alternativa del fatto che esiste un ideale primo disgiunto da un insieme
moltiplicativo S (e in particolare del fatto che il nilradicale di A & I'intersezione
di tutti gli ideali primi di A).

L’omomorfismo ”canonico” og: A — S7'A, a+> 7 € molto utile per met-
tere in relazione A con la sua localizzazione. Possiamo chiederci, per esempio,
se A & isomorfo a un sottoanello di S™1A, ovvero se og ¢ iniettivo. Si ha che
a€kerog = 7= % <= ds € S :sa = 0. Dunque og ¢ iniettivo se e solo
se Vs € § sa =0 = a = 0, ovvero S non contiene divisori di zero. Questo
accade sempre se A ¢ un dominio e 0 ¢ S (cioe S™1A # 0).

Studiamo ora gli invertibili di S~'A. Per costruzione gli elementi di S sono
invertibili in S™1A, ovvero o5(S) C (S~1A)*. Non & sempre vera 1'uguaglianza:
per esempio, se A = Z, S = {6™ | n € N}, sicuramente tutte le potenze di
6 sono invertibili, ma abbiamo anche 3 € (S7'A)*: infatti § = 2 € S7'A,
cioé 3 ¢ invertibile, nonostante non sia un elemento di S. In generale, dato
a € A, og(a) € (ST'1A) = FestAa:eb =0 -1 — 3Te
S :tlab—s) =0 < a(bt) = st € S. La condizione generale & quindi:

os(a) € (ST1A)* < Jz € A:ax € S. Questo motiva la seguente definizione:

Definizione (Saturazione). La saturazione di un sistema moltiplicativo S ¢
S={acA|IBecA:aBf e S}

Notiamo che anche S ¢ moltiplicativo: ovviamente 1 € S (anzi, S C S,
prendendo 8 = 1), e se a,y € S, con 3,0 : af,y6 € S, poiché aBys € S
abbiamo a7y € S. Per esempio, S = A\p (p € Spec A) & un insieme moltiplicativo
saturato (cioe S = S): infatti, se a € S e b € A & tale che ab € S, allora a € S
(altrimenti a € p = ab € p).

Il prossimo risultato riguarda gli ideali di S~'A, che possiamo descrivere
grazie a og.
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Proposizione 5.1. Sia A un anello ed S un sistema moltiplicativo di A.

1.

Se I ¢ un ideale di A, I® = S7'1 = {¢ € S7'A | a € I}. Inoltre,
STHU#AST'A < INS=0.

Icc= | I:s.
seS

Se J ¢ un ideale di S71A, J = J. In particolare, J = (J¢)¢ = S~1J¢,
quindi tutti gli ideali di S~'A sono I’estensione di un ideale di A.

. La contrazione e ’estensione inducono una corrispondenza biunivoca tra

ideali primi di S™!'A e ideali primi di A che non intersecano S.

Estensione e contrazione si intendono rispetto all’omomorfismo canonico og.

Dimostrazione. 1. Se ¢ € S~1I, con a € I, allora T = %% € I°. Ricordando

che I = (0g(I)) & il pilt piccolo ideale contenente og(I), poiché S—1I &
un ideale che contiene og(I) ed & contenuto in I¢, allora devono essere
uguali. Per la seconda parte, se IN.S # (), allora, preso s € NS, abbiamo
1 =2%¢e 57 Viceversa, se ST' I =514, 1 =% acl = FteS:
tla—s)=0 = at=st. Maste Seatecl, quindisteINS.

(C) Sia a € I°%; allora ¢ € I° = S™'T (punto 1), ovvero ¢ =2, be I =

FGteS:tlas—b)=0 = ast=btel = acl:stC |JI:s

ses
D) Sia a € I : s per qualche s € S. Allora as € I = % € I° e quindi
€ I¢, cioe a € I¢°.

—~

liS}

Sappiamo gia che J 2 J¢. Per l'inclusione opposta, sia ¢ € J. Allora
¢ecJeacJ dunque ¢ € STLJC = Jee

E gia noto che la contrazione di un ideale primo € un ideale primo; in pit,
se Q & un primo di S™'A4, Q° non pud intersecare S: se s € Q°N S, 1€
QN (S7tA)*, assurdo. Dobbiamo quindi dimostrare che, se P & un primo

di A con PN S =0, allora P°=S"'P & un primo di S~'A. Siano %, 2
‘;—f € S71P. Quindi ‘;—i’ =L peP ucS edesiste v € S:abuv = pstv.
Poiché p € P, pstv = abuv € P, e per la primalita di P uno tra a,b,u,v
appartiene a P. Siccome PNS =0 e u,v € S, deve essere a € P o b € P,

che implica £ € S~lPo % € S~ P, come voluto.

O

Esempio. Sia A =17, S = A\(p), cio¢ STt A = Z,. Descriviamo i suoi ideali:
sappiamo che gli ideali propri di Z ) corrispondono agli ideali di Z disgiunti da
S, cioé contenuti in p. Se (n) C (p), allora p|n, e possiamo scrivere n = apt, t >
0, ged(a,p) = 1. (Ovviamente, se n =0, (n)® = (0)). Allora « é invertibile in
Zpy, ovvero (n)¢ = (p')¢ = (p©)" (estensione e prodotto commutano).
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Esempio. Sia A =7/(12), e sia S linsieme delle potenze di 2: S = {1,2,4,8}.
Vogliamo calcolare S~'A. Per prima cosa, elenchiamo gli ideali di S™'A: i suoi
ideali propri corrispondono agli ideali di A che non intersecano S. Gli ideali di
A sono (0),(1),(2),(3),(4),(6). Abbiamo subito che (2) e (4) esplodono nella
localizzazione, in quanto intersecano S; inoltre 3,6,0 sono associati in S™1A:
6=3-2, 0 =3 4. Dunque S~ A possiede solo gli ideali (0)° e (1)¢, ovvero ¢ un
campo. Quindi per identificarlo ci basta sapere quanti elementi ha. Osserviamo
che % #+ % (1 non é annullato da alcun elemento di S), ma % = i, dato che
= 0. Si verifica che, a meno di equivalenza, gli unici elementi di S™*A sono

%, ovvero STYA ¢ il campo con 3 elementi.

C’e un modo pin semplice per calcolare S~'A nel caso in cui A ¢ finito,
che sfrutta il seguente fatto: se A & finito, og : A — S™1A & surgettivo.
Infatti, essendo A finito, anche S e A x S sono insiemi finiti, ed essendo S~—1A
un quoziente (insiemistico) di A x .S, & anch’esso un anello finito, e dunque il
suo gruppo delle unita & finito. Allora tutti gli invertibili di S~'A hanno ordine
finito (teorema di Lagrange). Se ora prendiamo ¢ € S7'A,edn € N: (1)" =1,
abbiamo % “S:;_l = ‘”Tl = 0s(as" 1), dunque og & surgettivo. In questo
caso ST1A = A/kerog. Applicando questo fatto all’esempio precedente, @ €
kerog <= Js€ S :as =0, cio¢ 12|a - 2" per qualche n e quindi 3|a. Abbiamo
dunque che kerog = (3), e ST1A = (Z/(12))/(3) 2 Z/(3).

L’estensione di ideali tramite og gode di altre proprieta:

Rl

L. S71(I+J)=8"1+S"1J;
2. S7HI1J) = (ST (S~ 1T);
3. 87 InJ)=8S"tnsS
4. 57 W1 =511
Dimostrazione. 1. E una proprieta generale dell’estensione di ideali.
2. Come 1.

3. Dal caso generale dell’estensione di ideali si deduce l'inclusione C . Per
I'inclusione opposta, un elemento z di S=1In S~1J si pud scrivere come
r=2%t=2% conicl, jec J Quindi Ju € S : itu = jsu. Chiaramente
itu = jsu € INJ, dunque z = £ = 2L € S=H(INJ).

4. (C) Sia ¢ € S7'VI, con a € VI. Allora a™ € I per qualche n, e (2)" =
‘;: € S7'I, dunque ¢ € VS—1I.

(2) Se ¢ € /S~U,3In € N: % € S71I. Allora Cs‘—n = £ per qualche
i€, te S quindi Ju € S : a"tu = s™iu. Poiché ¢ € I, anche a"tu € I,

e a"t"u" = (atu)™ € I. Abbiamo allora che atu € /I, che implica ¢ =
atu = g-1,/T

stu

O
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Come il prodotto tensoriale, anche la localizzazione di un anello & caratte-
rizzata da una proprieta universale.

Teorema 5.2 (Proprieta universale della localizzazione). Sia A un anello ed S
un sistema moltiplicativo di A.

1. Fissiamo f : A — B omomorfismo di anelli tale che f(S) C B*. Allora
f: S~1A — B che fa commutare il diagramma

A—~L B
Rt
f.-
gs -7
S—1A

2. Se f: A — B & un omomorfismo di anelli tale che:

e f(5) € B
eVbeBIac A seS:b=f(a)f(s)™}
eagckerf < dse€S:as=0;

allora B ed S~ A sono isomorfi tramite f.

Dimostrazione. 1. Una f come nella tesi deve essere tale che

10 =7 @)7(2) =1 (2 7)o

quindi, se esiste, & unica. Se definiamo f (%) = f(a)f(s ) , per costruzio-
ne fa commutare il diagramma. Inoltre 'elemento f(s)~! ¢ in B in quanto
f(S) € B*. Verifichiamo che ¢ ben definita: se ¢ = % eu € S e tale che
u(at — bs) = 0, allora 0 = f(u)[f(a)f(t) — f(b)f(s)]. Per I'invertibilita
di f(u), espressione tra parentesi quadre e 0; riarrangiando e moltipli-
cando ambo i membri per f(s)~1f(t)7! si ottiene f(%) = fla)f(s)~ =
fo)f) L = f(%) . 11 fatto che f sia un omomorfismo segue dalla sua
definizione e dal fatto che f € un omomorfismo.

2. Poiché f(S) C B*, per il punto 1 esiste f : S™'A — Bcon f = foog. f
e surgettiva in quanto, preso b € B, per la seconda ipotesi esistono a €
A, se Staliche b= f(a)f(s)™! = f(%)f(%) = f( ). Infine f & iniettiva,

dato che, se ¢ € ker f, f(2£) = f(a)f(s)~' = 0 e quindi f(a) = O cioe
a € ker f. Per la terza ipotesi esiste s’ € S : as’ =0, e si ha ¢ = 25 = 0.

ss/
O

Sia A un anello e p € Spec A. Abbiamo due modi di ottenere un campo da
A e p: quozientare per p, ottenendo il dominio d’integritda A/p, e poi prendere
il campo dei quozienti Q(A/p) (cioe localizzare nel primo di A/p (0)), oppure
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localizzare in p, ottenendo 'anello locale A, e poi quozientare per il suo ideale
massimale pA,. Vogliamo mostrare che "localizzare e quozientare commutano”,
cioe che questi due modi restituiscono campi isomorfi.

Sia f=moos, f: A5 A, 5 A, /pA,, con S = A\ p. Il nucleo di f ¢ la
contrazione di pA, = p° tramite og, cioe ker f =p°® = |J p : s. Osserviamo che

ses
pe= U p:s=p: infatti, p=p:1C |J p:s,esex €p: s per qualche s € S,
ses sES

allora zs € p, quindi « € p poiché p & primo e s ¢ p. Si ha dunque ker f = p, e per

il primo teorema di isomorfismo esiste un’unica ¢ : A/p — A,/pA, iniettiva
con g om, = f, con m, la proiezione di A modulo p. Ora, sia T = A/p \ (0),
in modo che T7*A/p = Q(A/p). Se @ € T, allora a ¢ p, e p(a) = f(a) # 0,
dato che ker f = p. Siccome A,/pA, & un campo, f(a) & invertibile, dunque
©(T) C (Ap/pAp)*. Per la proprieta universale 3¢ : T-'A/p — A, /pA, tale
che ¢ o op = . Mostriamo ora che ¢ € un isomorfismo. L’iniettivita di ¢ segue
da quella di ¢: il criterio ¢ @ € kergp <= ds € S :as =0, e se ¢ ¢ iniettiva
a =0, e basta scegliere s = 1. Per la surgettivita, sia a/s € A, /pA,, cona € A
ed s € S, e notiamo che (@)p(3)~" = f(a)f(s)~! = a/1-1/s = a/s, come
voluto. (Qui T/S ¢ una classe di resto modulo pA,, mentre @,3 sono classi di
resto modulo p).

5.2 Localizzazione di moduli

Siano M un A-modulo ed S un sistema moltiplicativo di A. Possiamo ripetere
la costruzione per ottenere la localizzazione di M in S: definiamo S™'M =
(M x 8)/ ~, dove (m,s) ~ (n,t) < Ju € S :u(tm — sn) = 0. Anche qui si
usa la notazione . Possiamo definire una struttura di S~' A-modulo su S~ M,
tramite Pazione - : ST1A x STIM — STIM, (%, %) — 4

Anche la localizzazione di moduli ha una proprieta universale, ma biso-
gna fare qualche modifica rispetto al caso degli anelli. Sia f : M — N un
omomorfismo di A-moduli. Possiamo ancora definire 'omomorfismo canonico

os: M — S™'M, m — %, e vorremmo trovare f : S~*M — N omomorfi-

smo di S~'A-moduli tale che foog = f. Il problema ¢ definire una struttura di
S~1 A-modulo su N. L’analogo della condizione f(S) C B* & che, per ogni s € S,
la moltiplicazione per s, xs: N — N, n — sn, ¢ invertibile. Sotto questa ipo-
tesi possiamo definire - : ST!Ax N — N, %.n = as™*(n), dove s! & I'inverso
della moltiplicazione per s. Verifichiamo che I'azione & ben definita: se & = % e
u € S ¢ tale che u(ta — sb) = 0, u(ta — sb)n = 0 Vn € N. La moltiplicazione
per u & invertibile, quindi deve essere (ta — sb)n = 0. Applicando s™! e t~1 e
usando il fatto che commutano (la composizione in entrambi i sensi & (st)~1),
otteniamo s~t(an) — t~1(bn) = as~(n) — bt~ (n) = 0, ciot as™'n = bt~1(n).
Infine, si verifica che f: S~'M —» N, f(%) = @, ¢ ben definita e soddisfa
la proprieta richiesta.

Possiamo dare una condizione sufficiente affinché S~™*M = 0: basta che
SN Ann(M) # 0. Infatti, se s € SN Ann(M), V2 € S™IM 2 = 2% — (). Tale

st
condizione & anche necessaria se assumiamo che M sia finitamente generato. Se
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M = (my,...,m;) 4, allora STIM = (", ..., =) g-1.4. Supponendo che STIM =
0, V1 <i<r %t =0,edesiste s; € S tale che s;m; = 0. Posto s = 5159+ -5, €
S, t; = 2, per ogni i abbiamo sm; = t;s;m; = 0, quindi s annulla un insieme
di generatori di M e s € Ann(M).

Questo non & vero se M non & finitamente generato. Per esempio, sia M
lo Z-modulo @ Z/(2¢). L’elemento e; € M con zeri ovunque tranne che alla

ieN

coordinata i & annullato dai multipli di 2, quindi Ann(e;) = (2) e Ann(M) C
N Ann(e;) = (N(2%) = 0. Siaora S = {2 | i € N}. 0 ¢ S, dunque SN Ann(M) =

1
0, ma, se @ € S™'M, & della forma 2%(@,...,(7;6,0,0,...), e « ¢ annullato da
2tk ¢ S, che rende il modulo S~'M nullo.

Dato un A-modulo M, la localizzazione S~'M permette di estendere ’anello
degli scalari da A a S~'A. Un altro modo naturale per fare cio ¢ 'estensione di
scalari data dal prodotto tensoriale M ® 4 S~!A. Mostriamo che localizzazione
e prodotto tensoriale danno lo stesso risultato:

Proposizione 5.3. Sia A un anello, S un sistema moltiplicativo di A e M un
A-modulo. Allora M @4 S™1A~ S~ M.

Dimostrazione. Definiamo f: M x S~tA — S™IM, f(m, 9) = 4. Si verifica

che la mappa & ben definita, bilineare e surgettiva, e induce f : M ®4 S 1A —

STIM, m® ¢ = 4% Mostriamo ora che tutti i tensori di M ®4 S~*A sono

elementari. Se Y m; ® % € M ®4 S'A, posto s = s152--- sy, t; = =, si ha

2mi® L= Z m; @ B2 = (3 tia;m;) ® L =m® L. Adesso & facile verificare

Viniettivita: f(m® 1) =0 <= 2 =0 <= 3t € S:tm =0, ¢ allora
1 _ to_ 4o 1 _ '

5.3 1l funtore S~

In virtu del risultato appena dimostrato, e sfruttando la funtorialita del prodotto
tensoriale, possiamo interpretare S~! come un funtore da A-moduli a S~ A-
moduli: a un omomorfismo f: M — N associamo

F@idg-1a: M®S'A— N®S'4, (m, %) o (f(m),

a
S

);

e via l'isomorfismo tra M ® S™'A e S~' M, definiamo

STl 87 — SN, Yy af(m) _ flam)
S S S

Quindi S~!f applica f al numeratore e lascia invariato il denominatore.

Le proprieta del prodotto tensoriale garantiscono che il funtore S~! & esatto
a destra (anche se non ¢ complicato dimostarlo per via diretta). In realta vale
la seguente:

Proposizione 5.4. Il funtore S~ & esatto.
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Dimostrazione. Basta mostrare ['esattezza a sinistra. Sia dunque f: M — N
iniettiva: vogliamo mostrare che S~1f : S™!M — S~1N & anch’essa iniettiva.
Sia 2 € ker S7'f. Allora S™'f(2) = @ = 0, quindi 3t € S : tf(m) =
f(tm) = 0, ovvero tm € ker f. Per I'iniettivita di f tr = 0, dunque 2 = £2 = .

Un’immediata conseguenza delle due proposizioni precedenti e che, se A &
un anello e S un sistema moltiplicativo di A4, allora S~ A & un A-modulo piatto.
(Per esempio, Q € uno Z-modulo piatto).

Osservazione. Un’altra proprieta che tornera utile ¢ questa: se M, N sono due
A-moduli, STY (M @4 N) = S7'M ®@g-14 S~'N. Infatti, usando la struttura di
(A, S~ A)-bimodulo di S~ A, si ottiene

STHM@AN)Z (MRAN)@4 S TAZ M @A N @4 (S 'ARg 14 S 1A) =
M4 (N@aS A @514 S TAZX M @4 S 'N®g14 5 1A
M®R4(S P ARg-14S7IN) =2 (M@4S 'A)@g-14S N =S 1M®g-14SN.

Dimostriamo altre utili proprieta della localizzazione:
l.se M,NCP, SS{(M+N)=S5"M+S~IN;
ST MNN)=S"tMnSIN;
se NCM, STH{(M/N)=S~'M/SIN;

se M ¢ finitamente generato, Anng-1 (S~ M) = S~ Anns(M);

cto N

se N ¢ finitamente generato, S™'(M : N) = S~'M : STIN.

Le prime due affermazioni implicano immediatamente che la localizzazione com-
muta con le somme dirette.
Dimostriamo 3, 4, 5.

3. Consideriamo la successione esatta 0 — N - M M/N — 0. Poiché

ey

la localizzazione preserva l’esattezza, anche la successione 0 — S™!N LN
-1

s—iy 2T S=Y(M/N) — 0 ¢ esatta. Abbiamo anche la successione esatta

0 SN L s T S=IM/S™'N — 0. Fondiamo le due successioni nel
diagramma commutativo
oO——S$'N ——85'M —o s SYYM/N) —— 0
id id

s—1n s—1m f

0——> S N— S 'M—— S'M/STIN —— 0

dove f: S7Y(M/N) — ST'M/S™'N & definita come f(™tN) = m 4 G-1N,
(Con m + N si intende la classe di m modulo N). Si verifica che f ¢ un
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omomorfismo ben definito che fa commutare il diagramma. Per il lemma del
serpente f & un isomorfismo.
4. Procediamo per induzione sul numero minimo n di generatori di M.
Passo base n=1 M= (m)a, e Anng(M) = Annu(m). Se a € Ann (M)
ese€ S, 29 =40 =0, eﬂgeneraS LM QumdlslhacheS 1AnnA( ) C

Anng- 1A(SS1 M) Viceversa, se ¢ € Anng-14(S~ M) T = ** =0, dunque
3t e S:atm =0, eateAnnA(M) Ma allora ¢ = % te S L Ann(M).

Passo induttivo, n — 1 = mn: sia M = (my,...,my,), e poniamo N; =
(my,...,mp_1), No = (my,). Allora M = N; + N», e per ipotesi induttiva e
passo base la tesi ¢ vera per N1 ed N> rispettivamente. Notiamo inoltre che,
se N,P C M, Ann(N + P) = Ann(N) N Ann(P): infatti ¢ annulla tutti gli
elementi di NV 4 P se e solo se annulla gli elementi di N e di P. Quindi abbiamo

ST Anna (M) = S71 Anny (Ny + No) = S™H(Anna (Ny) N Anng(Ny)) =

St AIlIlA(Nl) NSt ADHA(NQ) = AnnsflA(Slel) N AHHS—IA(SilNQ) =
Anng-14(STINy 4+ S7IN,) = Anng-14(STH(Ny 4+ Ny)) = Anng-1 4(S™1M).

5. L’osservazione chiave ¢ che M : N = Anna((M + N)/M). Infatti, a €
M:N < aNCM < a(M+N)C M < a(M+ N)/M = 0. Inoltre
N & f.g., e considerando la mappa N — M + N — (M + N)/M, le immagini
dei generatori di N generano (M + N)/M. Dunque anche (M + N)/M ¢ f.g.
Usando tale osservazione e il punto 4 si ottiene

STHM :N) =S Anns((M + N)/M) = Anng-1,(S" ((M + N)/M)) =

Anng 1 ,4((S7'M +S'N)/S™'M)=S"'M:S7!N.

NJ, con

| n
{t" IHGN}

La 5. ¢ falsa se N non e finitamente generato. Sia A = K[
K un campo. Slano inoltre M = (z)a, N = (;z | n€N)y, S
Osserviamo che = ¢ A. Si ha che

H ?\a

t"

M:N:{aeA|at3neMvneN}:{aeA|t%eAvneN}:N

poiché ¢ non ¢ invertibile in A. Quindi S™*(M : N) = S7IN. Perd S7'M =
S~IN, in quanto = tinx € S M, e allora abbiamo S™'M : S™IN = S~IN:
STIN=S"1A#SIN=8"1M:N),datoche 1 ¢ S~IN.

Vediamo qualche applicazione dell’esempio pit importante di localizzazione,
quella negli ideali primi di A.

Definizione (Supporto). Sia M un A-modulo. Il supporto di M & l'insieme
Supp M = {p € Spec A | M, # 0}.

Se M & finitamente generato, M, # 0 <= Am(M)NA\p =0 <
Ann(M) C p. In tal caso Supp M = {p € Spec A | Ann(M) C p}.
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Esempio. Sia M lo Z-modulo Z/(18) @ Z/(12). L’annullatore di M é gene-
rato dal minimo comune multiplo di 18 e 12, 36. Quindi © primi che lo con-
tengono, e che costituiscono il supporto di M, sono (2),(3). Per le proprieta
della localizzazione abbiamo Moy = L2y /(18)(2) ® Z2)/(12)(2) = Z(2)/(2)(2) ®
Zay/(4)(2) Z(Z/(2))(2) D (Z/(4))(2) = Z/(2) ® Z/(4). Similmente, si trova che
My = Z/(9) @ Z/(3). Notiamo che se M ¢é un gruppo abeliano finitamente
generato, trattandolo come uno Z-modulo e localizzando in ciascun primo non
nullo del supporto, otteniamo che M,y ¢ il p-Sylow di M.

Proposizione 5.5. Siano M, N, P tre A-moduli.

1. Se0 - M — N — P — 0 ¢ una successione esatta, Supp N = Supp M U
Supp P.

2. Se M, N sono finitamente generati, Supp(M ® N) = Supp M N Supp N.

Dimostrazione. 1. La localizzazione preserva ’esattezza, quindi la successio-
ne 0 - M, - N, = P, = 0 ¢ esatta. Dunque N, # 0 < M, #
0V P, #0, da cui la tesi.

2. Sappiamo che localizzazione e prodotto tensoriale ”commutano”, quindi
(M®aN)y, = My®a, Ny, che & un prodotto tensoriale di moduli f.g. su un
anello locale. Ma abbiamo dimostrato che sotto tali ipotesi My, ®4, Ny, #
0 < M, # 0A N, #0, percio Supp(M ®4 N) = Supp M N Supp N.

O

5.4 Proprieta locali

La localizzazione nei primi di A & cosl importante perché permette di dimostrare
alcune proprieta di moduli su anelli qualsiasi (dette proprieta locali) dimostran-
dole solo sulle sue localizzazioni. Questo puo facilitare molto tali dimostrazioni,
in quanto abbiamo strumenti molto potenti che funzionano bene per moduli su
anelli locali (in primis il lemma di Nakayama).

Definizione (Proprieta locale). Una proprieta P di un A-modulo si dice locale
se € vero questo: P ¢ vera per I’A-modulo M se e solo se P ¢ vera per I’A,-modulo
M,.

Vediamo un esempio di proprieta locale tanto semplice quanto fondamentale:
essere nullo.

Proposizione 5.6. Essere I’A-modulo nullo & una proprieta locale.

Dimostrazione. Ovviamente tutte le localizzazioni di 0 sono nulle, vediamo il
viceversa. Sia m € M. Poiché M, =0 Vp € Spec A, §t =0, ed esiste t, € A\ p
tale che t,m = 0. Abbiamo allora che Ann(m) non ¢ contenuto in nessun primo
di A, e in particolare in nessun ideale massimale di A, quindi Ann(m) = A, cioe
m = 0.

O
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In questo caso & sufficiente controllare che M, = 0 per ogni m massimale,
invece che su tutti i primi.

Come conseguenza, abbiamo che una proprieta € locale se & ”determinata
dall’annullarsi di qualcosa”. Per esempio, essere un anello ridotto ¢ una pro-
prieta locale: infatti, A € ridotto <= N(A) = (0) <= (N(A)), =N(4;) =
(0) <= A, eridotto. (Abbiamo usato il fatto che localizzazione e (nil)radicale
commutano).

Proposizione 5.7. L’esattezza ¢ una proprieta locale.

Dimostrazione. Sappiamo gia che localizzare preserva 'esattezza. Prendiamo

una successione 0 — M ENYNIENY SR 0, e supponiamo che Vp € Spec A 0 —

M, f—p> Ny ELN P, — 0 & esatta. Questo equivale alle tre condizioni ker f, =

0, kerg,/Im f, =0, P,/Img, = 0. Per concludere basta dimostrare che, se f :
M — N & un omomorfismo di A-moduli, e S~'f: S~'M — S~IN & I'omo-
morfismo indotto sulle localizzazioni, allora ker S~'f = S~ 'ker f, InS™!f =
S~1Im f. Infatti, se vale questo abbiamo (ker f), = ker f, =0, (kerg/Im f), =
kergy,/Im f, = 0, (P/Img), = P,/Img, = 0 e, poiché annullarsi ¢ una
proprieta locale, ker f = 0, kerg/Im f = 0, P/Img = 0, che corrisponde
all’esattezza della successione di partenza.
S~lker f = ker S™!f: si ha che

% CkerS~lf S’lf(%): f(;”) =0 < 3teS:tf(m) = f(tm) =0
= tmckerf < ?:TGS*lkerf.
s s
S~1Im f =Im S~!f: abbiamo che
D emSTlf = Ime M, tES:QzS_lf(?):@:@ JueSs:
s s
t
usf(m) = utn = f(usm) < f(usm) = n €S 'Imf.
uts uts s

Esistono anche proprieta non locali: diamo due esempi.

e Essere un dominio non ¢ una proprieta locale. Infatti, A = Z/(10) non &

un dominio, e ha solo due ideali primi: (2) e (5). Ma (Z/(10)) 5 = Z/(5),
e (Z/(10)) ) = Z/(2), che sono dei domini.

e Essere un anello noetheriano non ¢ una proprieta locale. Sia A ’anello
Z/(2)[xi | i € N]/(2? — z; | i € N). L’ideale (x; | i € N) non & finitamente
generato, e A non € noetheriano. Inoltre, poiché A ha caratteristica 2,
I’elevamento al quadrato € un omomorfismo, e tutte le variabili z; sono
idempotenti in A. Quindi tutti gli elementi di A sono idempotenti, ovvero

A ¢ un anello booleano. Si verifica facilmente che la localizzazione di
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un anello booleano ¢ ancora booleano, quindi le localizzazioni A, sono
anelli booleani locali. Infine, osserviamo che, se B & un anello booleano
locale, B ha solo due elementi (ovvero e isomorfo a Z/(2)). Infatti, in
un anello locale gli unici idempotenti sono 0 e 1: se cosi non fosse, ed
e € B fosse un idempotente non banale, ¢ e 1 — e sono una coppia di
idempotenti ortogonali (e(1 —e) = 0) con somma 1, quindi B = R x S,
con R, S anelli non banali. Se I & un ideale massimale di R e J un ideale
massimale di S, allora I XS e R x J sono due ideali massimali distinti di B,
contraddicendo il fatto che B ¢ locale. D’altra parte tutti gli elementi di
B sono idempotenti, per definizione di booleano. Ne segue che 0 e 1 sono
gli unici elementi di B. Tornando all’esempio, essendo le localizzazioni A,
anelli booleani locali, hanno solo due elementi, e quindi sono noetheriani.
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6 Moduli noetheriani e artiniani

Definizione. Sia (3, <) un insieme parzialmente ordinato.

e ¥ verifica la condizione della catena ascendente (in inglese ascen-
ding chain condition, o a.c.c.) se ogni catena ascendente s; < s < ---
stabilizza, cioe dn : s; = s, Vi > n.

e Y verifica la condizione della catena discendente (in inglese descen-
ding chain condition, o d.c.c.) se ogni catena discendente s; > sg > -+ -
stabilizza.

Definizione (Modulo noetheriano/artiniano). Sia M un A-modulo.

e M si dice noetheriano se U'insieme (X, C) dei sottomoduli di M, ordinati
dall’inclusione, soddisfa la a.c.c..

e M si dice artiniano se (X, C) soddisfa la d.c.c..

Diciamo anche che un anello A & noetheriano se ¢ un A-modulo noetheriano,
ovvero se ogni catena ascendente di ideali di A stabilizza, e che & artiniano
se ¢ un A-modulo artiniano, ovvero se ogni catena discendente di ideali di A
stabilizza.

Esempio. e L’anello dei polinomi K[x1,...,x,] & noetheriano (I’abbiamo
dimostrato con le basi di Grébner''), ma non é artiniano: infatti la catena
discendente (1) 2 (z3) D (23) 2 -+ non ¢& stazionaria.

e 7. ¢ noetheriano, in quanto é un PID, ma non artiniano: un controesempio
¢ dato dalla catena (2) D (4) 2(8) D ---

e R[z]/(x? +4) ¢ noetheriano e artiniano: ¢ infatti un campo, isomorfo a
C, e i campi, avendo un numero finito di ideali, sono sia noetheriani che
artinians.

e Klz; | © € N] non é né noetheriano né artiniano: le catene (x1) C
(v1,72) C (w1,22,23) C --- (ascendente) e (1) 2 (22) D (a3) D ---
(discendente) non sono stazionarie.

e 7/(n) é sia noetheriano che artiniano, in quanto é un anello finito, e i
suot ideali sono quindi in numero finito.

Osservazione. Sia (¥, <) un insieme parzialmente ordinato. Allora la a.c.c.
equivale al fatto che ogni sottoinsieme non vuoto di ¥ ha un elemento massimale.
Infatti, se 3 soddisfa la a.c.c., e FF C X, essendo F' non vuoto esiste s; € F. Se s1
¢ massimale in F, abbiamo finito, altrimenti ds; € F' : s5 > s1. Se s3 € massimale
in F, abbiamo finito, altrimenti ds3 € F' : s3 > s5. Possiamo cosi generare una
catena s; < sy < ---, che stabilizza per ipotesi in un certo s,, quindi s, €

11 Abbiamo dimostrato in realta che ogni ideale & finitamente generato, ma vedremo a breve
che questo € equivalente alla a.c.c..
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massimale in F. Viceversa, se s;1 < So < --- € una catena in X, € anche un suo
sottoinsieme non vuoto. Per ipotesi ammette un elemento massimale s, € a
quel punto la catena diventa stazionaria.

Di conseguenza, M & noetheriano se e solo se ogni famiglia non vuota di
ideali (o sottomoduli) di un anello (o modulo) ammette un elemento massi-
male, mentre M ¢ artiniano se e solo se ogni famiglia non vuota di ideali (o
sottomoduli) di un anello (o modulo) ammette un elemento minimale.

Proposizione 6.1. Sia M un A-modulo. Allora M ¢ noetheriano se e solo se
ogni sottomodulo di N ¢ finitamente generato.

Dimostrazione. ( = ) Sia N C M, e sia ¥ la famiglia dei sottomoduli di
N finitamente generati. Notiamo che ¥ ¢ non vuoto, in quanto contiene 0.
Poiché M & noetheriano, 3Ny € ¥ massimale. Se per assurdo Ny C N, esiste
n € N\ Ny. Ma allora Ny C Ny + (n), e inoltre Ny + (n) & f.g. in quanto Ny lo &,
contraddicendo la massimalita di Ng. Quindi Ng = N € ¥, cioe N & finitamente
generato.

(«<=)Sia Ny C N; C --- una catena di sottomoduli di M. Allora | N; & un

2

sottomodulo di IV, che & finitamente generato per ipotesi. Se x1, ..., T, generano
\J IV;, in particolare z; € Ny, per qualche k;. Ponendo k = max k;, abbiamo che
; i<r

K2 =

Ny, contiene tutti i generatori di |J V;, quindi sono uguali e la catena stabilizza.
i

O

Vediamo alcune proprieta dei moduli noetheriani e artiniani.

Proposizione 6.2. Sia 0 — M 5y N % P -5 0 una successione esatta. Allora
N ¢ noetheriano (o artiniano) se e solo se M, P sono noetheriani (o artiniani).

Dimostrazione. Dimostriamo la proposizione per moduli artiniani, la dimostra-
zione per quelli noetheriani ¢ analoga.

( = ) Supponiamo che N sia artiniano. Se My O M; 2 --- & una ca-
tena discendente di sottomoduli di M, f(My) 2 f(M;) 2 --- & una catena
discendente di sottomoduli di IV, che stabilizza in quanto N & artiniano. Allora
dn € N: f(M,,) = f(M,,) per ogni m > n, ed essendo f iniettiva M,, = M,
per ogni m > n, ovvero la catena degli M; stabilizza.

Se invece Py O P; D --- & una catena discendente in P, g~ 1(Py) 2 g *(Py) 2

- € una catena discendente in N, quindi stabilizza, ed esiste n € N tale che
g Y (Pn) = g 1(P,) ¥Ym > n. Siccome g & surgettiva, g(¢g~1(P;)) = P; Vi, e
quindi anche P,, = P, Ym > n, e la catena dei P; stabilizza.

(<= ) Sia Ny O N; O --- una catena discendente di sottomoduli di N.
Allora { f~1(NV;)}, {g(N;)} sono catene discendenti in M e in P rispettivamente.
Poiché M e P sono artiniani, tali catene sono stazionarie. Inoltre la successione
0 — f=Y(V;) = N; = g(N;) — 0 & esatta, dove le mappe sono le restrizioni di f
a f~U(N;) e diga N;. Infatti f = flg=1(,) € iniettiva (restrizione di iniettiva),

g = g|n, & surgettiva su g(N;), go f = 0 poiché & la restrizione a f~(V;) di
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go f = 0. Infine, se n € kerg|n, = N; Nkerg, g(n) =0, quindi n = f(m) per
qualche m € M, en € N; = m € f~1(1V;), dunque n € Im f|f-1(n,). Sia
n € N tale che le catene {f~1(N;)}, {g(IN;)} sono stazionarie da n in poi. Per
m > n, consideriamo il seguente diagramma:

0—— fﬁl(Nm) N, g(Nm) —0

00— fﬁl(Nn) Ny, g(Nn) 0

Le due mappe verticali esterne sono lidentitd (ricordando che f=1(N,,) =
YN, 9(Ny,) = g(Ny,)), e la mappa verticale centrale & un’inclusione, in
quanto N,, C N,. Il diagramma commuta, quindi per il lemma del serpen-
te 'inclusione centrale & un isomorfismo, ovvero N,, = N,, per ogni m > n,
dunque la catena degli N; stabilizza e N e artiniano.

O

In particolare, sottomoduli e quozienti di moduli noetheriani/artiniani sono
ancora noetheriani/artiniani. Sfruttando la successione esatta

O—)M1—>M1@M2—>M2—)O

otteniamo che M & noetheriano (o artiniano) se e solo se M; ed M lo sono.
Induttivamente, si ottiene che una somma diretta finita di moduli & noetheria-
na/artiniana se e solo se ciascun addendo diretto lo e.

Se A & un anello noetheriano ed M & un A-modulo, allora M & noetheriano se
e solo se e finitamente generato. Infatti, ogni modulo noetheriano & ovviamente
f.g.. Viceversa, se M e finitamente generato, € un quoziente di A™ per qualche
n € N. Poiché A ¢ un anello noetheriano, A™ ¢ un A-modulo noetheriano, e
anche M lo &, dato che & quoziente di un noetheriano.

Se A & un anello, S un sistema moltiplicativo di A e M un A-modulo noe-
theriano, allora S~'M & un S~!A-modulo noetheriano. Questo & vero perché,
similmente al caso degli ideali, anche i sottomoduli di S~*M sono della forma
S=IN, con N un sottomodulo di M. Poiché N ¢ finitamente generato e le im-
magini dei generatori di N tramite og generano S~'N, allora S~1M ha tutti i
sottomoduli f.g., cioé & noetheriano.

Se M & un A-modulo noetheriano ¢ I C Ann(M) un ideale di A, M ¢
un A/I-modulo noetheriano: infatti, se N C M, N & finitamente generato da
Z1,...,Zr. Ma allora, preso n € N, n = a;x;, si ha anche n =) a;x;.

Il prossimo teorema & molto importante, e generalizza un risultato gia visto
per Kz, ..., x,].

Teorema 6.3 (Teorema della base di Hilbert). Un anello A & noetheriano se e
solo se A[z] & noetheriano.

Da questo si ottiene induttivamente che anche A[zy, ..., z,] & noetheriano.
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Dimostrazione. Un’implicazione & immediata, notando che A = Ax]/(z). Per
I'implicazione opposta, supponiamo per assurdo che I sia un ideale di A[z] non
finitamente generato. In particolare I # 0, quindi prendiamo f; € I\ (0) di
grado minimo, poi fo € I\ (f1) di grado minimo, f3 € I\ (f1, f2) di grado
minimo, e cosi via. Ciascun f; esiste in quanto I non ¢é finitamente generato.
Poniamo anche dj, = deg f}, Vh. Osserviamo che i dj, sono una sequenza di numeri
naturali debolmente crescente: altrimenti, se dp, < dpt1, fnt1 € I\(f1,..., fn) C
I\ (f1,-s fn—1), € non avremmo scelto f; di grado minimo. Per ogni h sia ora
ap € A il coefficiente di testa di f;. Otteniamo cosi una catena ascendente
(a1) € (a1,a2) C --- diideali di A. Poiché A & noetheriano, la catena stabilizza
in (a,...,ar) per qualche k£ € N. In particolare (ay,...,ax) = (a1,...,ax4+1),

k
ossia agt1 = Y bja;. Vogliamo ora costruire un polinomio g € I\ (f1,..., fx)
i=1
di grado minore di diy1. A tale scopo, partiamo da fiy1, e vi sottraiamo dei
multipli appropriati degli f; per cancellare il termine di testa di fy, 1. Se a;z%
¢ il termine di testa di f;, moltiplicando per bz +1~% otteniamo b;a;x%+1.
Definiamo allora

k
9= frr1— Z bimkorl_difi.
=1

Poiché il termine di testa di fry1 & ap12%+1, per costruzione e per la relazione
Su ag4q il termine di grado z%+1 di g ¢ nullo, quindi degg < dj1. Inoltre
g €I\ (f1,- fx), in quanto ovviamente g € I, e fr11 ¢ (f1,..., fx). Abbiamo
dunque trovato g € T\ (f1,..., fr) di grado minore di dji1, assurdo per la
minimalita di dg1.

O

6.1 Decomposizione primaria

Vogliamo studiare il problema della decomponibilita degli ideali, ovvero capire
quando un ideale si puo scrivere come intersezione finita di ideali primari. Ve-
dremo che in un anello noetheriano tutti gli ideali sono decomponibili e che i
primi minimali contenenti un dato ideale I sono in numero finito.

Esempio. Sia I = (2%,2y) C K|[z,y]. Poiché lideale ¢ monomiale, abbiamo
che (22, zy) = (x) N (2%, y), che sono due ideali primari: infatti (x) ¢ primo, e
(22,y) ha radicale massimale (x,y). Questa & una decomposizione primaria di
I. Ma abbiamo anche (z)N(x,y)? = (z)N (22, 2y, y?) = (22, 2y), e anche (z,y)?
e primario. Dunque la decomposizione primaria di un ideale, se esiste, non e
unica.

Definizione (Ideale decomponibile). Sia A un anello. Un ideale I C A si dice

T
decomponibile se Jq, ..., g, ideali primari di A tali che I = [ ¢;.
i=1

1=

Gli ideali ¢; che compaiono nella decomposizione di I si dicono componenti
primarie di I. Poiché ¢; ¢ primario, p; = /¢; € un ideale primo: l'insieme di
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tali p; & noto come l'insieme dei primi associati di I, denotato con Ass(T).
All’interno di Ass(I) si distinguono due classi di primi associati: i primi minimali
(ciod gli elementi di Ass(I) minimali per inclusione) e i primi immersi 12 (tutti
gli altri).

Teorema 6.4 (1° teorema di finitezza noetheriana). Se A & un anello noethe-
riano e I & un ideale di A, allora 3h € N: (vI)* C I.

Dimostrazione. Essendo A noetheriano, v/I ¢ finitamente generato da fi, ..., fy,

e per definizione di radicale esistono hq,...,h,. € N tali che fih* € I. Posto
T

h = > h;, si ha che ffl f,f“ € I per ogni ky,...,k, tali che k1 +---+ k. = h:
i=1

infatti, per qualche i k; > h;, altrimenti ky + - - - + k, < h. Dunque (vVI)" C I.
O

Una conseguenza interessante di questo teorema & che, in un anello noe-
theriano A, il nilradicale ¢ un ideale nilpotente, ovvero esiste h € N tale che
N(A)" = 0 (basta applicare il teorema all’ideale 0).

Teorema 6.5. Sia A un anello noetheriano.
1. Se I e irriducibile, allora I & primario.
2. Ogni ideale I & intersezione finita di ideali irriducibili.

Le due affermazioni nel teorema implicano immediatamente che I ¢ decom-
ponibile.

Dimostrazione. 1. Sia I un ideale non primario, e dimostriamo che & riduci-
bile. Dato che I non & primario, 3a,b € A:abe I, a ¢ VI, b ¢ I. Quindi
a™ ¢ I ¥n € N. Consideriamo la catena di ideali

ICI:(a)CI:(a®)CT:(a®)C---

Per la noetherianita di A, tale catena stabilizza, ovvero esiste n € N tale
che I: (a™) =1I: (a™™!). Dimostriamo ora che

I=(I,a")N(I,b).

L’inclusione C & ovvia; per l'altra, prendiamo ¢ € (I,a™) N (1,b). Allora
c=da" +1, cond € A, i € I. Moltiplicando per a otteniamo che ac =
da"™! + ai € (al,ab) C I in quanto ab € I. Chiaramente ai € I, dunque
da"tl € I, e quindi d € T : (a"*) = I : @™. Si ha allora da" € I =
¢ = da™ + i € I, come voluto. Usando il fatto che a™,b ¢ I, abbiamo
(I,a"),(I,b) 2 I, e quindi I & riducibile.

121 primi immersi, a dispetto del nome, sono quelli ” pit1 grandi”, nel senso che contengono un
primo minimale. Il nome deriva dalla geometria algebrica: se P, P € Ass(I) con Py C P, P>
& un primo immerso, e passando alle varieta associate le inclusioni si rovesciano, ovvero V(Ps)
¢ ”?immersa” in V(Py).
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2. Per assurdo, supponiamo che la famiglia 3 degli ideali di A che non sono
intersezione finita di irriducibili sia non vuota. Poiché A & noetheriano,
Y. ammette un elemento massimale J. Essendo J € 3, in particolare J ¢
riducibile, e si scrive come Jy N Ja, con J C Ji, Jo. Per la massimalita di

Jin X, Ji,Jo ¢ X, quindi J; = ﬂ Q;f), con i QS) irriducibili. Ma allora
h=1

2 .
J=N N QEJ) ¢ intersezione finita di irriducibili, assurdo.
i=1h=1
O

h
Sia I un ideale decomponibile, con decomposizione primaria I = -
)
i=1
Vogliamo estrarre una decomposizione primaria minimale, in questo modo:

©q; 2 Q @;: altrimenti non influirebbe sull’intersezione;
i#]

e a ciascun g; corrisponde un unico primo associato p;.

La seconda condizione si puo soddisfare in virtu del seguente lemma:

Lemma 6.6. Siano g1, g2 due ideali p-primari (ovvero ideali primari con radicale
p). Allora ¢; N g2 & ancora p-primario.

Dimostrazione. \/q1 Nq2 = +/q1 N /g2 = p Np = p, quindi, una volta mostrato
che g1 N g2 & primario, sara chiaramente p-primario. Siano a,b € A : ab €

g1 Mgz, a ¢ g1Nge. Se a ¢ g, poiché g, & primario, b € /g1 = p = /q1 N ga2. Se
a ¢ g2, lo stesso argomento funziona, scambiando ¢; con gs.
O

Alla luce di questo lemma, possiamo accorpare tuttii ¢; con lo stesso radicale
in un unico ideale primario, intersecandoli tutti.

Possiamo immaginare la decomposizione primaria di un ideale come compo-
sta di due "pezzi”:

IZle"'OQtﬂqH-lﬂ"'ﬁqm

dove i primi associati p1, ..., p¢ sono minimali, e ps41, ..., P, SONO immersi.

Vogliamo giungere a due risultati di unicita: 'indipendenza di Ass(I) dalla
decomposizione primaria di I e I'unicita dei g; corrispondenti ai primi associati
minimali.

Lemma 6.7. Sia ¢ un ideale p-primario, e a € A. Allora:
eseacyq, qg:a= (1)
e sea¢q, ¢:a e un ideale p-primario;

eseadp, qg:a=q.
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Dimostrazione. Ovviamente ¢ : @ = (1) se a € ¢. Supponiamo che a ¢ ¢, e
osserviamo che ¢ : a C p, in quanto, se b € ¢ : a, ab € ¢, ed essendo a ¢ q e g
primario, b € \/q = p. Abbiamo dunque ¢ C ¢ : a C p, e passando ai radicali
p € /q:a C p, ovvero /q:a = p. Resta da dimostrare che g : a ¢ primario.
Sia bc € ¢ : a, con b ¢ p. Allora abc € ¢, e ac € ¢ per la primarieta di ¢, quindi
c € q:a. Infine, sea ¢ p,ebd € q:a,allora ab € ¢ e dunque b € g, e si ha che
g = q : a (laltro contenimento & banale).

O

Teorema 6.8 (1° teorema di unicita). Sia I un ideale decomponibile. Allora
Ass(I)={vI:a|a€ A:VI:aéprimo}.

Osserviamo che questa scrittura di Ass(/) non dipende da nessuna decom-
posizione primaria particolare di I, ma solo dall’ideale I stesso.

Dimostrazione. (2) Sia I = (¢; una decomposizione primaria minimale di I,
e sia a € A. Allora abbiamo VI :a = /¢ :a = /(g :a) = (/@ : a. Se
a€l, vI:a= (1), che non & primo. Assumiamo quindi a ¢ I e /I : a primo.
Dal lemma precedente sappiamo che ¢; : a # (1) se e solo se a ¢ ¢;, e in tal
caso ¢; : a ¢ p;-primario. Dunque vale che VI :a = (/g :a= () p;. Poiché
icadq;
VI : a & primo, deve allora essere uguale a uno dei p; dell’intersezione, cioe per
qualche i VI :a=yp; € Ass(I).
(€) Sia p; = \/q; € Ass(I). Per la minimalita della decomposizione, esiste
a€ ()¢ \g MaalloraVvI:a= () pp=pi, che conclude la dimostrazione.
j#i h:a¢qn

O

Abbiamo dunque che, se I & un ideale decomponibile, poiché Ass(I) & in-
dipendente dalla decomposizione primaria di I, e per ogni decomposizione c’e
un numero finito di primi associati, allora Ass(I) & un insieme finito. In parti-
colare, se A & noetheriano, Ass(I) ¢ finito per ogni I, essendo ogni ideale di A

decomponibile (8° teorema di finitezza noetheriana'?).
Sia A un anello nel quale l'ideale 0 sia decomponibile, e sia 0 = () g;.
Sappiamo gia che D(4) = |J v0:a. Mostriamo che D(A) = |J p. Se
a#0 pEAss(0)

p € Ass(0), per il teorema di unicita esiste a # 0 tale che v0:a = p. Vi-
ceversa, se a € D(A)\ {0}, a ¢ (0) = (@, quindi a ¢ ¢; per qualche i, e
V0:a= [\ p; Cp; € Ass(0).

i:agq;

Lemma 6.9. Sia A un anello, ¢ un ideale p-primario di A, ed S un sistema
moltiplicativo di A. Allora:

e se SNp # 0, allora S~q = (1);

131] 3° teorema di finitezza completo afferma che, se M & un A-modulo finitamente generato
con A noetheriano, allora Ass(M) ¢ finito, dove Ass(M) & l'insieme dei primi di A che sono
annullatori di qualche elemento di M, e generalizza Ass(I) per I ideale di A.
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e se SNp = 0, allora S~1q & un ideale S~!p-primario di S~ A4, e (S~1q)¢ = q.

Dimostrazione. Ricordando che localizzazione e radicale commutano, abbiamo
VS~lqg = S71 /g = S7'p, che & (1) se SNp # 0, ed & un ideale primo se
Snp=0.

Concentriamoci sul caso SNy = (). Mostriamo che S~!¢ & un ideale primario

(gia sappiamo che il suo radicale & S~1p): siano %,% : ‘;—? €S lge 2 ¢ S—1q.
Osserviamo che aw ¢ ¢ Vw € S. Si ha ‘Z—i’ = 2 con ¢ € ¢, e quindi Jv € S :

abuv = cstv € q. Per quanto appena osservato auv ¢ ¢, e per la primarieta di
q deve essere b € p, e dunque % € S~!p. Per I'ultima affermazione, sappiamo
che (S71¢)¢ = ¢*° = |J ¢ : s. Ovviamente ¢°° D ¢; d’altro canto, se a € ¢°° ed
seS
s € S ¢ tale che as € ¢, poiché SNp =10, s ¢ pedunque a € q.
O

Teorema 6.10 (2° teorema di unicita). Sia I un ideale decomponibile. Allora le
componenti primarie relative ai primi minimali sono univocamente determinate.

Dimostrazione. Sia p;, € Ass(I) minimale, e poniamo Q; = ([A4,,)° (dove

TA,, = S;7'I, con S; = A\p;). Se I = (g; & una decomposizione pri-
maria di I, allora TA,, = ((g;)Ap, = (1g;Ap,, e per il lemma precedente
qjAp, # (1) <= S;Np; =0 < p,; Cp;. Ma p,; & minimale in Ass(I), quindi
p; = p;. Si deduce che IA,, = (1¢;A4,, = ¢:A4p,, e se contraiamo entrambi i
membri, ancora per il lemma precedente (g; A,,)° = (Sfl(h)c = ¢;, da cui si ha
Qi = (IA,,)° = (¢iA4p,)° = ¢;. Dato che Q; non dipende dalla decomposizione
primaria, ma solo da I, si ha la tesi.

O

Concludiamo la discussione parlando dei primi minimali. In particolare,
mostriamo che i primi minimali di A che contengono I (che abbiamo indicato
con Min(I) all’inizio) coincidono con gli elementi minimali di Ass(]) se I ¢
decomponibile.

e Se p € Min(I), sappiamo che /T = () p. Essendo I decomponibile,
peMin(I)

se I = (N¢; ¢ una decomposizione primaria di I, VI = (\p;, dove i p;

sono gli elementi minimali di Ass(I). Dato che (\p; = /I C p, poiché p &

primo esso deve contenere uno dei p;. Ma per la minimalita di p in Spec A

si deve avere p = p;. Dunque, se p € Min(I) allora p deve essere un primo

associato minimale di I. Questo dimostra che Min(I) ¢ un insieme finito,
in quanto sottoinsieme di Ass(I) che ¢ finito.

e Viceversa, sia p; minimale in Ass(/). Prendiamo p € Min([) tale che I C
k
p C p;; poiché p & primo e I = () p;, allora p contiene un qualche p;
j=1
minimale in Ass(I). Ma anche p; ¢ minimale in Ass(I), quindi p; =p =p;
e p; € Min(7).
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Da questo discende che Min(7) & finito se I ¢ un ideale decomponibile. Quindi,
se A & noetheriano, Min(7) & finito per ogni ideale I di A: questo ¢ il 2° teorema
di finitezza noetheriana.

6.2 Anelli artiniani

Ricordiamo che un anello A ¢ artiniano se ¢ artiniano come A-modulo, ovvero se
le catene discendenti di ideali stabilizzano, o equivalentemente se ogni famiglia
non vuota di ideali ammette un elemento minimale. Vogliamo caratterizzare gli
anelli artiniani, e nel farlo giungeremo anche a un teorema di struttura.

Proposizione 6.11 (Proprieta degli anelli artiniani). Sia A un anello artiniano.
Allora:

1. Spec A = Max A, ovvero A ¢ O-dimensionale;
2. Spec A e finito;
3. il nilradicale di A & nilpotente: In € N : N'(4)" = (0).

Dimostrazione. 1. Sia p € Spec A. Allora A/p & un dominio artiniano, e
vogliamo mostrare che ¢ un campo. Sia dunque @ € A/p\ (0). Poiché A/p
¢ artiniano, la catena di ideali (@) 2 (@) D (@) D - - - stabilizza, ed esiste
n € N tale che (") = (@"''). Possiamo dunque scrivere @a" = ba" "' per
qualche b € A/p. Poiché A/p & un dominio e @ # 0, deve essere ba = 1,

quindi @ & invertibile, A/p & un campo e p & massimale.

2. Supponiamo per assurdo che A possieda infiniti ideali primi. Per quanto
appena dimostrato essi sono anche massimali. Sia dunque {m;};ey un
insieme infinito di ideali massimali distinti di A. La catena discendente di
ideali

mp 2 mpms 2 mymomg 2 - -

¢ stazionaria, essendo A artiniano, quindi esiste n € N tale che m; ---m,, =
my - My € myyq. Poiché my, 11 € primo, deve contenere qualche m;, e
siccome m; ¢ massimale, m; = m,, 41, che contraddice l'ipotesi che gli m,;
fossero distinti; dunque i massimali (e anche i primi) di A sono in numero
finito.

3. La catena discendente di ideali
N(A) DN(A)? DN(A)P? 2 -

¢ stazionaria, quindi N'(A4)" = N(A4)" ! per qualche n € N. Se N (A)" =
(0), abbiamo finito, quindi supponiamo per assurdo che N'(4)" # (0). Sia
Y ={I C Aideale | IN(A)™ # (0)}. ¥ & non vuota in quanto (1) € X
(M(A)™ # (0)). Poiché A & artiniano, ¥ ammette un elemento minimale
J. Dato che JN(A)™ # (0), Ja € J : aN(A)™ # (0). Dunque (a) €
¥, e (a) C J. Poiché J & minimale in ¥, J = (a). Notiamo anche che
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(a)N(A)" € ¢ infatti, (a)N(A)" - N(A)" = (a)N(A)*" = (a)N(A)" #
(0), dove N'(A)?>" = N(A)" in quanto la catena & stazionaria. Inoltre
(a)N(A)™ C (a) = J, e per minimalita di J (a)N(A)" = (a). Quindi
possiamo scrivere a = ab, con b € N(A)" C N(A). Quindi b & nilpotente,
e inoltre a = ab = (ab)b = ab® = (ab)b®> = ab®. Iterando si ottiene che
a = ab® Vk € N. Ma b ¢ nilpotente, quindi per k abbastanza grande
a=abf =0, e J=(0), che & assurdo in quanto JN'(A)" # (0).

O

Teorema 6.12 (Teorema di struttura per anelli artiniani). A ¢ un anello
artiniano se e solo se ¢ un prodotto diretto finito di anelli artiniani locali.

Dimostrazione. ( <= ) Segue dalla proposizione sulle somme dirette: se A, B
sono anelli artiniani, anche A @ B & artiniano. Quindi una somma diretta finita
(che & anche un prodotto diretto finito) di anelli artiniani & un anello artiniano.

(=) Sia A artiniano. Allora A possiede un numero finito di ideali primi:
Spec A = {my,...,my }, e tali primi sono tutti massimali. In particolare tutti gli

h h
m; sono a due a due comassimali. Quindi N (A) = (m, = [[m;. Sen € N
i=1 i=1

h h
& tale che N(A)™ = (0), allora (0) = M(A)" = (] my)™ = [] m?. Inoltre gli
=1 i=1

ideali m?* sono ancora a due a due comassimali: infatti un ideale massimale
che contiene mi +mj dovrebbe contenere sia m; che m;, ma allora conterrebbe
1, essendo m;, m; massimali distinti. Quindi m? + m? = (1), dato che non &
contenuto in nessun ideale massimale. Per il teorema cinese del resto,

h h
A=A/0)=A/[Jm; =] A/m}.
i=1 i=1

Ciascun anello A/m? & artiniano, in quanto quoziente di artiniano; inoltre un
ideale massimale di A/m} corrisponde a un massimale di A che contiene m7,
che deve essere dunque m;. Abbiamo allora che gli anelli A/m} sono locali, con
ideale massimale m;, e A & prodotto diretto finito di anelli artiniani locali.

O

Esempio. Se I ¢ un ideale 0-dimensionale di K[z1,...,2,], con K un cam-
po algebricamente chiuso, Uanello delle coordinate di V(I), A/\I, & un anello
artiniano. Allora avevamo wvisto che la varieta associata a I € finita, cioé é
un’unione di punti, e ciascun punto di K™ corrisponde a un ideale massimale
di K[x1,...,2,]. Avevamo anche dimostrato che A//I é una somma diretta di
campi, che sono anelli artiniani locali.

Proposizione 6.13. Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K. Allora sono
equivalenti:

e VV ha dimensione finita;

e I & noetheriano;
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e V ¢ artiniano.

Dimostrazione. Se V ha dimensione finita, € un K-modulo finitamente generato,
e K ¢ sia noetheriano che artiniano, quindi V' ¢ noetheriano e artiniano. Se
invece V ha dimensione finita, e {v;};c; € una base (infinita) di V, se poniamo
U, =(v;|1<i<mn), neN, gliU, formano una catena ascendente non
stazionaria di sottospazi di V, che quindi non & noetheriano. Se poniamo W,, =
(v; | 4 >mn), n €N, iW, formano una catena discendente non stazionaria di
sottospazi di V, che quindi non ¢ artiniano. O

Lemma 6.14. Sia A un anello e my,...m;, ideali massimali di A, non necessa-

h
riamente distinti. Allora A/ [] m; & artiniano se e solo se & noetheriano. In
i=1
particolare, se (0) & prodotto di ideali massimali, allora A & artiniano se e solo
se A ¢ noetheriano.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su h.

Passo base, h = 1: in questo caso A/m; € un campo, e quindi & sia artiniano
che noetheriano.

Passo induttivo, h — 1 = h: consideriamo la proiezione

h h—1
i=1 i=1

h—1 h h—1 h
Abbiamo che kerm = [] m;/ [] m;. Osserviamo che m, C Ann( [] m;/ [] my),
i=1 i=1 i=1 i=1
h—1 h
quindi [ m;/ [] m; ha una struttura di A/mj-modulo. Ma A/mj, ¢ un campo,
i=1 i=1
h—1 h
ovvero [[ m;/ [ m; & uno spazio vettoriale su A/my, e abbiamo mostrato che
i=1 i=1

uno spazio vettoriale ¢ noetheriano se e solo se € artiniano. Consideriamo la
successione esatta

h—1 h h h—1
i=1 i=1 i=1 i=1

I due moduli laterali sono noetheriani se e solo se sono artiniani (quello a sini-
stra per quanto appena detto, quello a destra per ipotesi induttiva). Dunque il

h
modulo centrale, A/ [] m;, & noetheriano se e solo se & artiniano. Infine, osser-
i=1

h h
viamo che gli ideali di A/ [] m; sono anche A-sottomoduli, quindi A/ [[ m; ¢

i=1 i=1
noetheriano (come anello) se e solo se & artiniano (come anello).

O

Teorema 6.15 (Caratterizzazione degli anelli artiniani). Un anello A & arti-
niano se e solo se € noetheriano di dimensione 0.

106



Dimostrazione. (=) Se A ¢ artiniano, ha dimensione 0 in quanto tutti i primi
sono massimali. Inoltre il nilradicale di A & nilpotente ed & prodotto di ideali
massimali, quindi (0) = M (A)™ & anch’esso prodotto di ideali massimali. Per il
lemma precedente, A & noetheriano.

( <= ) Poiché A & noetheriano, (0) ammette una decomposizione primaria
minimale: sia (0) = (1) g;, con i ¢; primari e \/g; primi distinti. Allora N'(A) =
V(0) = v/Na =N &. Gliideali /g; sono primi, e siccome A & 0-dimensionale,
sono anche massimali; dunque A/(A4) & un’intersezione finita di ideali massimali,
e quindi & un prodotto finito di tali massimali: (0) = (\m; = [[m;, dove m; =
V- Per il 1° teorema di finitezza, N'(A)" = (0) = [[m}, per qualche n € N.
Abbiamo dunque che (0) ¢ prodotto di ideali massimali nell’anello noetheriano

A; per il lemma precedente A & artiniano.
O

107



	Anelli
	Richiami di teoria degli anelli
	Operazioni tra ideali
	Alcuni ideali speciali
	Estensione e contrazione di ideali
	Fattorizzazione negli anelli
	Esercizi

	
	Ideali monomiali
	Basi di Gröbner
	Varietà algebriche affini

	Moduli
	Prime definizioni e proprietà
	Moduli liberi
	Lemma di Nakayama
	Successioni esatte
	
	Moduli proiettivi e iniettivi
	Moduli su PID

	Prodotto tensoriale e moduli piatti
	Prodotto tensoriale
	Estensione di scalari
	Moduli piatti

	Localizzazione di anelli e moduli
	Localizzazione di anelli
	Localizzazione di moduli
	Il funtore 
	Proprietà locali

	Moduli noetheriani e artiniani
	Decomposizione primaria
	Anelli artiniani


